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摘 要

摘 要

量子系统中的非经典关联是量子信息科学的重要资源。长期以来，人们对量

子资源的认识主要建立在空间维度上的量子纠缠之上，而对时间维度的量子关联

以及纠缠之外非经典关联的实验研究仍相对有限。本文以核磁共振（NMR）自旋

系综平台为实验基础，围绕“自旋系综体系中的量子资源实验研究”这一主题，系

统开展了时间量子关联的表征与探测、量子因果推断以及非纠缠型关联在量子机

器学习中的应用研究，旨在探索在系综量子平台上如何识别、刻画并利用不同形

式的量子资源。

在时间量子关联的研究中，我们首先引入赝密度矩阵（PDM）作为统一描述多

时刻量子系统的工具，并基于散射线路提出相应的实验测量方案，在四比特 NMR

量子处理器上实现了两时刻 PDM的测量与重构。实验结果与理论预期吻合良好，

表明该方案能够有效刻画系统在时间维度上的非经典关联。进一步地，针对完整

层析在系统规模增大时开销迅速增长的问题，我们提出了一种更高效的探测方案。

该方案无需完整重构 PDM，而是通过估计与其非经典性相关的关键物理量，实现

对时间量子关联的有效判别。实验结果表明，该方法在显著降低测量复杂度的同

时，仍能够可靠地区分经典与量子时间关联，为更大规模体系中的相关研究提供

了可行路径。

在量子因果推断方面，我们进一步考察了时间量子关联在因果结构识别中的

作用。基于 PDM的相关判据，我们在 NMR平台上系统研究了幺正演化、完全退

相干、共同原因以及混合因果结构等多种典型场景。结果表明，仅通过实验获得

的统计信息，而无需额外的干预操作，即可判断实验数据与不同因果结构之间的

相容性。特别是在完全退相干的情况下，即使量子相干性已明显减弱，因果方向

仍然可以被识别，这说明时间量子关联在开放量子系统中的因果分析中仍具有重

要作用。

除时间量子关联外，本文还研究了纠缠之外的另一类量子资源，即确定性单量

子比特量子计算（DQC1）模型中的非纠缠型非经典关联。基于这一模型，我们提

出了神经量子嵌入方案 NQE­DQC1，通过结合经典神经网络与量子特征映射，提

升数据在量子特征空间中的可分性。在 NMR 平台上针对手写数字二分类任务的

I



摘 要

实验中，引入该嵌入方案后，分类准确率由传统特征映射的 54.0%提升至 98.0%。

进一步地，我们在 IBM超导量子处理器上完成了跨平台验证，表明该方案具有良

好的可迁移性，也展示了系综平台在量子机器学习研究中的应用潜力。

综上，本文围绕自旋系综体系中的量子资源问题，建立了从时间量子关联的

实验表征与高效探测，到因果推断，再到非纠缠型关联任务应用的一条较为完整

的研究链条。相关结果表明，自旋系综平台不仅能够为多类量子资源的实验研究

提供稳定可靠的实现基础，也为理解和利用纠缠之外的非经典量子效应提供了新

的实验视角。

关键词：量子资源；时间量子关联；量子因果推断；DQC1；核磁共振

II



ABSTRACT

ABSTRACT

Non­classical correlations in quantum systems are important resources for quantum

information science. Much of our current understanding of quantum resources has been

built upon spatial entanglement, whereas experimental studies of temporal quantum cor­

relations and non­classical correlations beyond entanglement remain relatively limited.

Based on the nuclear magnetic resonance (NMR) spin­ensemble platform, this thesis sys­

tematically investigates the characterization and detection of temporal quantum correla­

tions, quantum causal inference, and the application of entanglement­free non­classical

correlations in quantum machine learning. The main goal is to explore how different

forms of quantum resources can be identified, characterized, and utilized in spin­ensemble

systems.

For temporal quantum correlations, we first introduce the pseudo­density matrix

(PDM) as a unified tool for describing multi­time measurement statistics, and implement

a corresponding measurement scheme based on scattering circuits on a four­qubit NMR

quantum processor. The experimentally reconstructed two­time PDMs agree well with

theoretical expectations, showing that this approach can effectively capture non­classical

correlations in the temporal domain. Furthermore, to overcome the rapidly increasing

cost of full tomography as the system size grows, we develop a more efficient detection

scheme. Instead of reconstructing the full PDM, this method probes key quantities related

to temporal non­classicality and thus enables effective discrimination of temporal quan­

tum correlations. The experimental results demonstrate that it can reliably distinguish

classical from quantum temporal correlations while substantially reducing the measure­

ment cost, providing a practical route for studies in larger and more complex systems.

For quantum causal inference, we further examine how temporal quantum correla­

tions can be used to identify causal structures. Based on criteria derived from the PDM

framework, we experimentally study several representative scenarios on the NMR plat­

form, including unitary evolution, fully decohering dynamics, common­cause structures,

and mixed causal structures. Our results show that the compatibility between experimen­
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tal data and different causal models can be determined from observed statistics alone,

without requiring additional interventions. In particular, even under complete decoher­

ence, where quantum coherence is strongly suppressed, the causal direction can still be

identified. This indicates that temporal quantum correlations remain useful for causal

analysis in open quantum systems.

Beyond temporal correlations, this thesis also investigates another type of quantum

resource beyond entanglement, namely the non­classical correlations present in the de­

terministic quantum computation with one qubit (DQC1) model. Based on this model,

we propose a neural quantum embedding scheme, NQE­DQC1, which combines classi­

cal neural­network optimization with quantum feature mapping to enhance class separa­

bility in quantum feature space. In NMR experiments on the MNIST handwritten­digit

binary classification task, the classification accuracy is improved from 54.0% using con­

ventional feature maps to 98.0% with the proposed embedding scheme. We further val­

idate its cross­platform transferability on an IBM superconducting quantum processor,

demonstrating its potential for broader applications in quantum machine learning.

In summary, this thesis establishes a relatively complete research line on quantum

resources in spin­ensemble systems, ranging from the experimental characterization and

efficient detection of temporal quantum correlations to causal inference and task­oriented

applications of entanglement­free correlations. These results show that spin­ensemble

platforms provide a reliable experimental setting for studying multiple forms of quan­

tum resources, and offer a new perspective for understanding and exploiting non­classical

quantum effects beyond entanglement.

Keywords: quantum resources; temporal quantum correlations; quantum causal infer­

ence; DQC1; NMR
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CHAPTER 1 绪论

1.1 量子资源与量子关联

量子信息科学的核心目标之一，是识别、刻画并利用量子系统中超越经典物理

描述的非经典性质，以实现经典手段难以达到甚至无法实现的信息处理任务。在

这一研究纲领中，一个日益重要的统一视角，是将这些能够在特定任务中带来可

量化优势的非经典性质理解为 “量子资源”（quantum resources）[1]。一般而言，在

给定的实验约束与操作限制下，若某些量子态、量子过程或统计结构所具有的特

殊性质不能由相应的自由操作生成，或至少不能在自由操作下增加，而又能够为

通信、计算、计量或推断等任务带来可验证的性能提升，则可将其视为一种量子

资源。

这一资源化的思想最早在量子纠缠的研究中得到系统发展。在局域操作与经

典通信（local operations and classical communication, LOCC）的约束下，纠缠被视

为一种不可免费获得且不可任意增加的非经典资源，其存在与否直接关系到量子

隐形传态、量子密钥分发等协议的可行性 [2­3]。此后，资源理论的视角逐步推广到

更广泛的非经典性质，包括量子相干性 [4­5]、量子失谐 [6­7]、非高斯性以及魔术态

等，从而形成了一套用于统一讨论量子优势来源的理论语言。

在众多量子资源中，量子关联占据着尤为核心的地位。所谓量子关联（quantum

correlations），是指量子系统在不同子系统、不同自由度或不同时刻的测量统计中所

呈现出的、无法由经典概率论完整刻画的非经典相关结构。量子纠缠是其中最早被

认识、也最具代表性的形式。对这类关联的系统讨论可以追溯到 1935年 Einstein、

Podolsky和 Rosen提出的 EPR佯谬 [8]。EPR指出，当两个粒子处于特定联合态时，

对其中一个粒子的测量会即时确定另一个粒子的相应物理量，这似乎与经典物理

中的局域性（locality）和实在性（realism）原则相冲突。为了回应这一挑战，Bell

于 1964年提出了 Bell不等式 [9]，将局域隐变量理论的核心假设转化为可实验检验

的定量判据。随后的大量理论与实验研究表明，量子力学的预言确实可以违反 Bell

不等式，从而确立了量子纠缠及相关空间量子关联的非经典本质，也使量子关联

成为理解量子资源的重要起点。
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然而，随着研究的深入，人们逐渐认识到，量子关联的内涵并不局限于空间纠

缠。一方面，量子系统在时间维度上同样可能展现出无法由经典随机过程解释的

非经典关联，即时间量子关联；另一方面，即便在纠缠很弱甚至不存在的情形下，

量子系统仍可能具有超越经典相关性的关联结构，例如量子失谐等非纠缠型非经

典关联，它们在特定计算模型如确定性单量子比特量子计算（deterministic quantum

computation with one qubit, DQC1）中同样被认为是支撑量子优势的重要资源 [10­12]。

从研究脉络上看，量子关联大体可以沿两个彼此联系而又各具特点的方向展

开：一类是空间维度上不同子系统之间的非经典关联，其中量子纠缠是最典型的

代表；另一类是时间维度上同一量子系统在不同时刻测量统计中呈现出的非经典

关联，即时间量子关联。前者奠定了量子资源研究的基础图景，后者则将非经典

关联的讨论从静态量子态扩展到了量子演化与时序过程。下面将分别介绍空间量

子关联与时间量子关联的研究背景及其发展进展。

1.1.1 空间量子关联：以量子纠缠为代表

2022年，瑞典皇家科学院将诺贝尔物理学奖授予 Alain Aspect、John F. Clauser

和 Anton Zeilinger，以表彰他们 “利用纠缠光子进行实验、确立 Bell不等式的违反

并开创量子信息科学”方面的杰出贡献 [13­16]。如图 1­1所示，Clauser、Aspect和

Zeilinger的工作分别代表了 Bell不等式实验检验、局域性漏洞压缩以及纠缠资源

化应用三个关键阶段。该奖项的颁发标志着量子纠缠已经从一个长期存在争议的

基础物理概念，发展为当代量子信息科学中的核心资源之一，也为本文所讨论的

量子关联研究提供了直接的时代背景。

2022年诺贝尔物理学奖

|0⟩ |0⟩

Φ = 1
2 ( 00 + |11⟩)

量子纠缠是量子力学的核心特征之一

Figure 1­1 2022年诺贝尔物理学奖与量子纠缠实验的发展脉络。Clauser、Aspect和 Zeilinger的
工作分别代表了 Bell不等式实验检验、局域性漏洞封堵以及纠缠资源化应用三个关键阶段，共同
奠定了量子信息科学的实验基础。

空间量子关联是量子系统中最早被认识、也是最核心的非经典特性之一，其中

最具代表性的形式便是量子纠缠。作为区分量子物理与经典物理的关键标志，量

2



CHAPTER 1 绪论

子纠缠自提出以来始终在量子理论的发展中扮演着基础性角色。

量子纠缠最早在 Einstein、Podolsky和 Rosen的著名 EPR论文中被用来揭示量

子力学可能存在的 “不完备性”。EPR论证依赖两个关键假设：（i）测量结果由粒

子在测量之前便已携带、且与测量方式无关的预定性质决定（实在性）；（ii）在空

间分离（spacelike separated）的区域内实施的操作不会影响另一空间区域的测量结

果（局域性）。若同时接受这两个假设，则自然导向这样一种设想：量子力学未能

给出物理系统的全部完备描述，尚需引入某些未被直接观测的隐含变量来补充之。

然而，这些讨论在随后的几十年里一直停留在理论层面。直到 1964年，Bell基于

这一思想首次将局域实在性的假设严格形式化，进一步构建所谓的局域隐变量理

论（local hidden­variable theories, LHVTs），尝试用一组隐变量 𝜆 来解释量子关联
的统计结构，并由此推导出著名的 Bell不等式，使得该类理论首次具备了可被实

验检验的判据 [9]。

Bell证明，若一个双体系统能够由局域隐变量模型描述，则其可观测统计相关

性必须满足一组不等式约束，即 Bell不等式。为说明这一点，我们考虑两个空间

分离的观测者 Alice与 Bob。Alice有两种可选测量：𝑄或 𝑅；Bob也有两种可选测
量：𝑆或 𝑇。假设所有测量的结果均取 ±1，可推得：

𝑆 = |𝐸(𝑄𝑆) + 𝐸(𝑅𝑆) + 𝐸(𝑅𝑇) − 𝐸(𝑄𝑇)| ≤ 2. (1­1)

这是 Bell不等式最常用的可实验检验形式之一，即 CHSH 不等式（Clauser–

Horne–Shimony–Holt inequality）。尽管 CHSH 不等式只是更大不等式集合的一部

分，但由于其应用最广、形式最简，在文献中通常仍被统称为 Bell不等式。

Bell随后进一步展示：对某些适当的纠缠态，量子力学预言的测量结果统计将

突破局域隐变量模型允许的上界，从而违反 Bell不等式。

在量子信息理论中，纠缠的现代定义基于可分离态（separable states）与不可

分离态（entangled states）的区分。考虑两个系统 𝐴与 𝐵，若其联合态 𝜌𝐴𝐵 可写为𝜌𝐴𝐵 =∑𝑖 𝑝𝑖 𝜌(𝑖)𝐴 ⊗ 𝜌(𝑖)𝐵 , 𝑝𝑖 ≥ 0, ∑𝑖 𝑝𝑖 = 1, (1­2)

则称为可分离态；无法写成此形式的态即为纠缠态。典型的纠缠态包括 Bell态，例

3
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如： |Φ+⟩ = |00⟩ + |11⟩√2 . (1­3)

下面我们展示一个具体例子，说明纠缠态如何违反 Bell不等式。考虑如下的

自旋单态（spin singlet）： |Ψ−⟩ = 1√2(|01⟩ − |10⟩). (1­4)

设 Alice与 Bob选择以下观测算子：𝑄 = 𝑍1 𝑆 = −𝑍2 − 𝑋2√2 (1­5)𝑅 = 𝑋1 𝑇 = 𝑍2 − 𝑋2√2 (1­6)

利用量子态的期望值计算规则 ⟨⋅⟩可得：⟨𝑄𝑆⟩ = 1√2; ⟨𝑅𝑆⟩ = 1√2; ⟨𝑅𝑇⟩ = 1√2; ⟨𝑄𝑇⟩ = − 1√2. (1­7)

将这些结果代入 Bell不等式 (1­1)得：𝑆 = 2√2 > 2,
显然违反了局域隐变量理论的上界。

该结果表明：量子力学的预测与基于常识性直觉（实在性＋局域性）所推导

出的 Bell不等式相冲突。因而，Bell不等式的实验违反强有力地说明：纠缠关联

无法由任何局域隐变量模型解释，是量子理论内在非经典性的直接体现。

之后 Greenberger、Horne和 Zeilinger（GHZ）在贝尔工作基础上迈出了至关重

要的一步：他们提出的GHZ方案表明，当纠缠涉及三粒子及以上时，可以在完全非

统计的层面上——即通过对单次实验结果的确定性预言——直接与局域隐变量模

型产生逻辑矛盾，而无需再诉诸概率或不等式形式 [17]。与传统贝尔不等式所体现的

统计性违背不同，GHZ论证展示的是一种全有或全无（all­or­nothing）式的矛盾。以

一个具体例子说明：考虑三比特GHZ态 |GHZ−⟩ = (|000⟩−|111⟩)/√2，量子力学对
如下三组可观测量的乘积给出完全确定的预言 ⟨𝑋1𝑌2𝑌3⟩ = ⟨𝑌1𝑋2𝑌3⟩ = ⟨𝑌1𝑌2𝑋3⟩ =+1。其中 𝑋𝑖, 𝑌𝑖分别表示第 𝑖个粒子上的泡利算符测量结果。由于在局域隐变量模
型中，每个可观测量在测量前必须预先具有确定取值 𝑋𝑗 = ±1, 𝑌𝑗 = ±1，将上述三
式相乘可必然推出 𝑋1𝑋2𝑋3 = +1，而量子力学却确定性预言 ⟨𝑋1𝑋2𝑋3⟩ = −1。在
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GHZ态下，量子力学对若干可观测量组合给出的结果具有绝对确定性，而任何满

足局域实在性与逻辑自洽的隐变量赋值都将必然得出相反的确定性结论。与贝尔

不等式的统计违背相比，GHZ论证在概念上将 “量子非定域性”的性质揭示得更加

直接和极端。

尽管贝尔不等式自 1964 年提出以来就为量子非定域性研究提供了基本框架，

但直到 20世纪 90年代初，人们才在理论上系统地澄清了其违反行为的 “普遍性”。

Gisin证明，对于任意两比特纯纠缠态，总可以找到合适的测量设定，使之违反某

种形式的贝尔不等式，即 “所有双比特纯纠缠态都是贝尔非定域的”[18]。紧接着，

Popescu 等人进一步从更一般的角度刻画了量子相关与局域隐变量模型之间的界

面，指出在一定意义下 “纠缠蕴含非定域性”具有广泛成立的情形 [19]。这些工作将

原本基于少数特例的理解，提升为对纠缠态非定域性质的普遍理论陈述，为后续

的纠缠分类与量子信息论研究奠定了坚实基础。

在实验层面，纠缠最初长期停留于思想实验的范畴。20世纪 60年代末，Kocher–

Commins实验首次在原子级联跃迁产生的光子对中观测到与量子纠缠一致的偏振

相关性 [20]。然而，这类实验尚未能够对贝尔不等式进行严格检验。真正具有明确

贝尔不等式检验意义的实验始于 20世纪 70年代初的 Freedman–Clauser工作，他

们利用伽马衰变过程产生的光子对，在实验框架中首次系统性地排查了局域隐变

量模型可接受的偏振相关性范围，从而观察到与其预言不相容的实验结果 [15]。尽

管这些早期实验在探测效率、测量设置的随机性以及严格因果分离等方面仍存在

显著技术限制，但它们为后续系统性的贝尔不等式违背检验奠定了关键的实验基

础。真正被普遍视为首个具有决定性意义的贝尔不等式违背实验，是 Aspect及其

合作者在 1980年代初完成的一系列实验 [13­14]。他们利用原子级联过程制备纠缠

光子对，并首次在实验中引入时间调制的偏振分析器设置，从而在一定程度上实

现了测量设定与发射事件之间的空间样分离，有效压缩了 “局域性漏洞”（locality

loophole），以更高的实验严谨性排除了大类局域隐变量模型，为量子非定域性提

供了里程碑式的直接实验证据。在此基础上，Zeilinger团队在 1990年代以来系统

推动了纠缠实验从 “验证性实验” 向 “可操控量子资源” 的转变。他们在自由空间

与光纤信道中实现了长距离纠缠分发、严格空间样分离条件下的贝尔不等式检验，

并首次在公里量级尺度上实现了量子隐形传态与纠缠交换的实验验证 [16;21­23]。这

些工作不仅在实验上进一步压缩了局域性漏洞与自由选择漏洞（freedom­of­choice
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loophole），也直接奠定了后续量子通信、量子网络与量子互联网实验体系的技术

基础。

紧随这些奠基性实验之后，人们逐渐认识到：量子纠缠不仅揭示了经典世界观

无法容纳的量子非定域性，更构成了一类独特的 “量子资源”，能够支撑并推动一

系列前所未有的信息处理能力。20世纪 90年代中期，基于冯ꞏ诺伊曼熵的熵不等

式、量子条件熵以及相干信息（coherent information）等概念的提出，使得纠缠首

次获得了清晰的定量刻画，并被赋予了直接关联具体量子信息处理能力的操作性

物理解释 [24­28]。在这一信息论框架下，纠缠不再只是一个哲学或解释层面的难题，

而是直接决定量子信道容量、量子态传输能力以及量子相关结构的核心物理量。沿

着这一方向发展，量子版 Slepian–Wolf定理以及 “负量子信息”等新概念被相继提

出 [29­30]，并在近期实验中获得直接验证，例如对熵不等式违反的观测结果 [31]，从

而从实验层面揭示了复合量子系统中经典统计结构的根本失效。

在此基础上，当代纠缠理论的形成深深植根于若干具有里程碑意义的发现之

中，包括：基于贝尔定理的量子密码学 [32]、量子密集编码（dense coding）[33] 以及

量子隐形传态（quantum teleportation）[34]，以及对 EPR对纠缠本身进行传态的纠

缠交换（entanglement swapping）[35­38]。上述所有效应均建立在纠缠之上，并已在

一系列开创性实验中得到验证 [22­23;39­42]。这些成果连同最早关于量子密钥分发协

议的工作 [43] 以及量子计算思想的提出 [44­47]，共同奠定了一个新的跨学科研究领

域——量子信息（quantum information）[48­50]，而量子纠缠正是这一领域的核心物

理支柱。

在上述一系列理论与实验工作的推动下，人们逐渐形成了一个统一而深刻的

认识：量子纠缠已不再仅仅是哲学或基础物理层面的讨论对象，而是一种可被定

量刻画、可被操控、并可被用于信息处理与精密测量等具体任务的核心量子资源，

用于完成任何经典资源无法实现的任务 [3]。这一 “资源化”的视角，深刻改变了人

们对纠缠的传统理解，并直接推动了多条量子科技发展路线的形成。例如量子通

信与量子网络、量子精密测量及量子计算与量子模拟等。

在量子通信与量子网络领域，纠缠构成了实现远距离量子信息可靠传输的根本

物理基础。以量子隐形传态和纠缠交换为代表的一类协议表明，量子态本身无需沿

通信信道进行物理传输，便可在远端节点被精确重构，从而为量子中继器（quantum

repeater）、量子网络以及分布式量子计算奠定了理论与技术基础 [34;37;51­53]。在这
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一意义下，纠缠在很大程度上决定了量子信道的量子容量、抗噪性能以及量子态

可实现的可靠传输能力，是构建大尺度量子通信网络不可或缺的关键资源。

在量子精密测量与量子计量学中，纠缠被证明能够突破经典统计极限，从而显

著提升测量灵敏度与分辨率，通过引入多体纠缠态（如 GHZ态、自旋压缩态等），

测量精度可由经典的散粒噪声极限（shot­noise limit, 1/√𝑁标度）提升至海森堡极
限（Heisenberg limit, 1/𝑁标度）[54­56]，这一量子优势已在频率标准、原子钟、干涉
测量与弱信号探测等方向展现出重要应用前景，并为引力波探测、高精度惯性导

航以及更广泛的量子传感技术提供了新的物理手段 [57­58]。

在量子计算与量子模拟领域，尽管纠缠是否构成所有量子加速的必要条件仍

存在一定争论 [10;59]，但其在现有主流量子计算模型中普遍扮演着基础性角色，例

如在测量驱动的单向量子计算中，大规模纠缠的簇态（cluster state）构成整个计算

过程的资源底座 [60]。Shor、Grover等典型量子算法在执行过程中不可避免地产生

高度多体纠缠，而一旦将其纠缠结构限制在低秩张量网络的范畴内，演化过程即

可被经典多项式时间有效模拟，从而丧失量子计算优势 [61]。此外，在量子多体系

统的数值模拟中，对纠缠结构及其增长规律的理解直接催生了矩阵乘积态（MPS）

和张量网络（TN）等高效算法体系 [62­64]，极大推动了强关联体系与量子相变问题

的研究。

1.1.2 时间量子关联

量子关联的研究传统上主要集中在空间域，即在某个特定时间点观察和测量

量子态，这种 “单时间片”中多个粒子在不同位置之间的关联被归类为空间量子关

联。一个自然的问题因此浮现：除了这种空间上的关联，量子系统在时间上是否也

存在着这种非经典的关联性？这种时间关联与空间关联相比具有哪些独特性？如

何在实验中测量这种时间关联？

从概念上说，时间量子关联并非简单的 “把贝尔检验中的空间分离替换为时间

分离”。其关键差异在于：在时间序列测量中，多次测量作用在同一个系统上，量

子测量的回馈不可避免地改变系统状态，从而使 “测量是否侵扰系统”成为时间域

研究无法回避的核心问题。正是在这种背景下，人们将那些跨时间出现、无法由

经典随机过程解释的统计相关称为量子时间关联。

对时间量子关联的系统研究可以追溯到 Leggett和 Garg在 1985年的工作 [65]。

他们并非直接从量子信息角度出发，而是从宏观物理的基本观念入手。他们首先
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假设了一个随时间变化的可观测物理量 𝑄(𝑡)，这个物理量在任意时刻都具有确定
取值 𝑄(𝑡) = ±1，且测量该物理量不会扰动系统的后续演化。这种描述依赖于两个
核心假设 [65]：

（1）宏观现实主义（macrorealism）：系统在任意时刻都客观地处于某个确定

状态；

（2）非侵扰可测性（noninvasive measurability）：测量可以在不改变系统未

来演化统计性质的情况下完成。

在这两个假设下，多时刻相关函数之间必须满足一系列不等式约束，这些约束构

成了时间域中 “经典性”的判据。Leggett与 Garg在此基础上提出了一类时间不等

式，用于检验一个系统是否满足这两条假设 [65­66]。设在三个递增时刻 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3
对同一系统测量同一可观测量 𝑄(𝑡)，定义时间关联函数𝐶𝑖𝑗 = ⟨𝑄(𝑡𝑖)𝑄(𝑡𝑗)⟩. (1­8)

若系统满足上述两条假设，则可推出𝐾3 = 𝐶12 + 𝐶23 − 𝐶13 ≤ 1, (1­9)

这就是最常见形式的 Leggett–Garg不等式（LGI）。

然而在量子力学中，上述不等式一般会被违反，其根源在于量子演化所产生

的相干干涉效应 [67]。设系统在初始时刻 𝑡 = 0处于纯态 |𝜓0⟩，并在无测量的情况
下按照薛定谔方程演化为 |𝜓(𝑡)⟩ = 𝑒−𝑖𝐻̂𝑡/ℏ|𝜓0⟩, (1­10)

其中 𝐻̂为系统的哈密顿量。我们引入一个二值可观测量𝐴̂ = 2|𝜓0⟩⟨𝜓0| − 𝕀, (1­11)

其本征值为 ±1：测量结果 +1表示系统仍处于初始态 |𝜓0⟩，而 −1表示系统已偏
离该态。于是，对该算符在不同时刻的测量等价于不断询问系统 “是否仍然处于初

始态”。

定义 “生存概率”（survival probability）𝑝(𝑡) = |⟨𝜓0|𝜓(𝑡)⟩|2, (1­12)

它给出了系统在时间 𝑡 仍然被发现处于初始态的概率。由于强投影测量会将系统
8
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塌缩到 |𝜓0⟩或其正交子空间，时间关联函数 𝐶𝑖𝑗 = ⟨𝐴(𝑡𝑖)𝐴(𝑡𝑗)⟩可以直接用这些生
存概率表示。例如，当取等时间间隔 𝑡2 − 𝑡1 = 𝑡3 − 𝑡2 = Δ𝑡且 𝑡1 = 0时，那么第一
次测量一定得到 𝐴(𝑡1) = +1因为系统就在 |𝜓0⟩。到 𝑡2 = Δ𝑡时再测一次，得到 +1

的概率是 𝑝(Δ𝑡)，得到 −1的概率是 1 − 𝑝(Δ𝑡)。为了将时间关联函数 𝐶𝑖𝑗 用条件概
率的形式表达，我们引入以下记号：设 𝑝𝑖+（𝑝𝑖−）为第 𝑖次测量得到结果 +1（−1）
的边缘概率，𝑞𝑗|𝑖+（𝑞𝑗|𝑖−）为在第 𝑖次测量得到 +1（−1）的条件下、第 𝑗次测量
得到 +1的条件概率。利用这些记号，时间关联函数可以写为𝐶𝑖𝑗 = 𝑝𝑖+ 𝑞𝑗|𝑖+ + 𝑝𝑖− 𝑞𝑗|𝑖− − 𝑝𝑖+ (1 − 𝑞𝑗|𝑖+) − 𝑝𝑖− (1 − 𝑞𝑗|𝑖−), (1­13)

即 𝐶𝑖𝑗 等于两次测量结果同号的概率减去异号的概率。对于上述等时间间隔的情
形，代入具体的生存概率可得𝐶12 = 2𝑝(Δ𝑡) − 1, 𝐶23 = 2𝑝(Δ𝑡) − 1, 𝐶13 = 2𝑝(2Δ𝑡) − 1. (1­14)

然而，量子演化不仅改变生存概率的大小，还引入了相干相位。若记⟨𝜓0|𝜓(Δ𝑡)⟩ = √𝑝(Δ𝑡)𝑒𝑖𝛼, ⟨𝜓0|𝜓(2Δ𝑡)⟩ = √𝑝(2Δ𝑡)𝑒𝑖𝛽, (1­15)

则不同时间路径之间的量子干涉导致关联函数中出现相位差 𝛾 = 2𝛼 − 𝛽。将这些
结果代入式 (1­9)，可以得到𝐾3 = 4𝑝(Δ𝑡)√𝑝(2Δ𝑡) cos 𝛾 − 4𝑝(2Δ𝑡) + 1. (1­16)

在经典宏观实在论框架下，系统的状态在时间上应沿确定轨迹演化，不存在

不同历史路径之间的相干干涉，因此上述相位项并不存在，从而必然满足 𝐾3 ≤ 1。
然而在量子力学中，只要哈密顿量不是平凡的零算符，态矢量就会在希尔伯特空

间中发生相干演化，使得生存概率呈现振荡行为，并通过干涉相位 𝛾产生对 LG不

等式的违反。这表明，时间方向上的量子相干本身就是一种无法用宏观实在论描

述的非经典资源。

LGI的违背揭示了时间关联与经典时间随机过程之间的本质差异，也表明时

间量子关联不仅是概念层面的非经典性信号，而具有更深层的物理内涵。随着研

究的推进，人们逐渐认识到，时间量子关联的意义并不局限于基础物理检验，它同

样能够在具体量子信息任务中发挥作用。例如，通过分析单个系统在不同时刻的

测量统计，可以对系统的有效维数给出下界，从而在不依赖空间纠缠的情况下刻
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画其量子复杂性 [68­70]。此外，在量子计量与时间保持任务中，时间量子关联被证

明与量子时钟的稳定性和精度密切相关，是实现自主量子时钟以及构建高精度时

间基准的重要物理资源 [71­73]。

在更加 “过程化”的量子信息任务中，时间关联带来的优势体现得尤为直接，其

中最具代表性的例子之一就是量子开关（quantum switch）。量子开关通过将两个量

子操作的先后顺序置于相干叠加之中，在不预设固定因果顺序的前提下扩展了可

实现的量子过程 [74­75]。一系列研究表明，相干控制操作顺序可以在不同任务中带

来实际提升：在量子计算中，它能够加速某些信息处理流程或算法子任务 [76­77]；在

量子通信中，量子开关在特定噪声模型下可增强经典和量子信息的传输能力 [78­79]；

在量子计量中，它能够为参数估计提供二次量级的精度优势 [80­81]；而在量子热力

学中，它也被用于设计新型方案，例如具有不确定因果顺序的量子冰箱 [82]。这些

结果共同表明，时间量子关联是一类可以被利用、能够在实际任务中产生优势的

量子资源。

除了信息处理任务中的应用外，时间量子关联还与量子因果结构的刻画密切

相关。因果推断的核心问题在于如何从观测到的相关性中识别潜在的因果结构，即

判断不同变量之间的因果影响关系。这一问题在医学、经济学以及各类经验科学

中都具有基础性意义。在量子框架下，由于测量回馈与相干演化的存在，时间关联

所蕴含的统计结构与经典随机过程显著不同，从而为因果结构的判别提供了新的

工具。近年来的研究表明，时间关联中的非经典性能够增强因果结构的区分能力，

在量子因果建模（quantum causal modeling）中体现出独特优势 [83­87]。例如，在某

些任务中，经典因果强度（causal strength）的上界可以在量子设定下被突破 [84]。更

为引人注目的是，当时间统计以赝密度矩阵形式表征时，其谱中出现的负本征值

可用于排除纯 “共同原因”（common­cause）模型，从而表明某些量子相关已蕴含

因果方向的信息 [83;88­89]。尽管近年来已有实验工作开始探索量子因果结构的判别

问题，但整体而言，该方向的实验实现仍处于发展阶段。例如，在光学量子计算平

台上，有研究通过后选择（post­selection）实现不同时刻的联合测量，从而提取与

时间关联相关的统计量 [85;90]。这类方案为实验研究时间关联与因果结构提供了重

要探索路径。然而，由于其实现往往依赖特定平台和操作结构，在可扩展性及跨

体系推广方面仍存在一定挑战。

在此背景下，亟需一种结构清晰且具有普适性的时间关联刻画方法。事实上，围
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绕如何系统刻画多时刻量子统计结构及其因果关系，量子理论中已经提出了多种形

式主义，例如量子梳（quantum combs）[74]、过程矩阵（process matrices）[91­92]、Leifer–

Spekkens因果态 [93]以及赝密度矩阵（pseudo­density matrix, PDM）[83;88­89;94]等。这

些框架从不同角度出发，为统一描述时间序列中的量子过程与因果结构提供了理

论工具。在上述诸多方案中，PDM具有一个尤为突出的特征：它直接将不同时刻

的测量统计编码为一个类似 “态”的矩阵对象，使时间关联能够以与空间量子态相

似的方式被表示和分析。与标准密度矩阵始终保持半正定不同，PDM的谱中允许

出现负本征值，这种负性正是时间量子关联非经典性的直接体现。相比之下，仅

基于单一时间截面构造的密度矩阵无法呈现这一性质，因此难以揭示跨时间量子

关联所特有的结构特征。正是在这一意义上，PDM为识别与量化时间方向上的量

子非经典性提供了直接而结构化的判据。

1.2 系综量子体系与实验平台概述

随着量子信息技术的迅猛发展，相关研究重心逐步由纯理论探索转向理论与

实验并行推进的阶段。量子关联结构及其在信息处理任务中的物理意义不断获得

理论深化的同时，其实验可实现性与可验证性也成为研究关注的核心问题。在这

一背景下，各类量子计算实验平台不断涌现，逐渐形成多种并行发展的技术路线。

从物理实现机制上看，目前主流的实验路径大体可以分为两类范式：其一是对单个

量子比特进行逐一操控与投影测量的 “单体量子体系”，例如超导量子电路、离子

阱等；其二则是基于大量相同量子系统构成的 “系综量子体系”，其中实验控制与

测量作用于宏观数量级的量子个体，并以统计平均的方式获得物理信息。两类体

系在实验结构、测量机制以及可实现物理任务方面存在本质差异。单体体系强调

单次投影测量与量子态的逐个读取，适用于可扩展量子计算与纠缠资源构造；而

系综体系则通过对大量量子拷贝的统一操控与统计平均读出，实现对量子态结构

与多时刻相关函数的高信噪比测量，在量子关联与量子资源的实验表征方面具有

独特优势。

1.2.1 单量子体系与系综量子体系的实现范式

在单体量子体系中，实验操作针对单个量子比特进行逐一控制与读取。典型

的单体平台包括超导量子电路与离子阱系统 [95­97]。在超导量子电路中，每个超导
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量子比特通过微波脉冲实现量子门操作，并通过色散读出等技术对单个量子比特

的状态进行投影测量 [98]，从而获得 |0⟩或 |1⟩的确定性结果。类似地，在离子阱系
统中，单个囚禁离子的内态通过激光脉冲操控，并通过荧光探测实现单次投影测

量 [96]。这类体系的核心特征在于：每次测量针对单个量子比特，测量结果为离散

的本征值，且测量过程不可避免地导致量子态塌缩。这种 “单次投影测量”机制使

得单体体系在构造多比特纠缠态、执行量子算法以及实现可扩展量子计算方面具

有天然优势。

与之相对，系综量子体系的实验操作作用于大量（通常为 1010 至 1023 量
级）相同的量子系统。典型的系综平台包括核磁共振（nuclear magnetic reso­

nance, NMR）[99­100]、冷原子系综 [101­102]以及氮空位（nitrogen­vacancy, NV）色心

系综 [103­104]等。在这类体系中，实验控制场（如射频脉冲、激光场等）同时作用于

所有量子个体，而测量信号则来自大量量子拷贝的集体响应。例如，在 NMR系统

中，射频脉冲同时作用于溶液中的所有分子，而感应线圈接收到的信号是所有核自

旋磁化强度的宏观平均 [105]；在冷原子系综中，探测光与原子云相互作用后的透射

或荧光信号同样反映了大量原子的集体行为 [102]。这种测量方式的本质特征在于：

测量结果并非单个量子比特的本征值，而是可观测量在整个系综上的期望值 ⟨𝑂̂⟩。
由于信号来自大量量子拷贝的统计平均，系综体系能够实现高信噪比的期望值读

出，从而在量子态结构表征、多时刻相关函数测量以及量子资源评估等任务中展

现出独特优势。

两类体系在测量机制上的差异直接决定了其适用的物理任务类型。单体体系

通过单次投影测量获得确定性结果，适合构造纠缠资源、执行量子算法以及实现

量子纠错，是实现可扩展量子计算的主要技术路线。然而，对于需要精确测量量

子态期望值或多时刻相关函数的任务，单体体系需要通过大量重复实验来统计估

计期望值，这在实验资源消耗上可能面临挑战。相比之下，系综体系的测量信号

来自 𝑁个量子拷贝的宏观响应，其结果直接对应可观测量在量子态 𝜌上的期望值：⟨𝑂̂⟩ = Tr(𝜌𝑂̂). (1­17)

由于测量误差随系综规模 𝑁 的增大而按 1/√𝑁 减小，而典型系综实验中 𝑁 可达1010 至 1023 量级，因此系综体系通过一次测量即可以极高的信噪比直接获得期
望值。这使得系综体系在量子态层析（quantum state tomography）、量子过程层析

（quantum process tomography）以及多时刻量子统计测量等方向具有不可替代的实
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验优势。特别是在本论文所关注的时间量子关联与量子因果推断研究中，系综体

系的这一特性尤为关键。

1.2.2 多时刻量子关联的实验可实现性

多时刻量子关联的实验测量是量子时序关联研究中的核心挑战之一。与空间

量子关联不同，时间量子关联涉及对同一量子系统在不同时刻的测量统计，而量

子测量的投影性质使得每次测量都会不可避免地改变系统的状态。这一特性在单

体量子体系中尤为突出：一旦对单个量子比特进行投影测量，量子态即刻塌缩到

某个本征态，系统的原始相干性被破坏，无法在同一个量子系统上继续进行后续

时刻的测量。因此，在单体体系中，多时刻相关函数的测量通常需要通过 “弱测量”

（weak measurement）或 “后选择”（post­selection）等特殊技术来实现，这些方案往

往对实验条件要求较高，且在可扩展性与实验效率上存在一定局限。

系综量子体系为多时刻量子关联的实验测量提供了一种更为直接且高效的技

术路径。其优势在于，虽然对单个量子系统的测量通常会引入回扰，但系综体系

包含大量处于相同初态的量子拷贝，因而可以通过重复制备与统计平均来高信噪

比地提取多时刻信息。对于目标多时刻相关函数 𝐶(𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛)，实验上通常并非
简单地对同一个拷贝依次实施强测量并直接平均，而是需要结合具体方案，将该

多时刻关联映射为可观测量。常见方法包括非侵入式测量、弱测量、辅助比特散

射线路以及在系综体系中利用脉冲序列对目标关联函数进行编码后统一读出。借

助大量量子拷贝带来的统计平均优势，系综平台能够以较高信噪比实现多时刻量

子关联的精确测量。

这种测量能力对本论文的研究内容具有直接而关键的意义。在第三章中，PDM

的实验重构需要测量多时刻联合测量的统计分布，而这些统计信息正是通过系综

体系的重复制备与统计平均获得的。在第四章的量子因果推断研究中，不同因果

结构对应的量子过程会产生不同的多时刻统计特征，同样需要通过系综体系的多

时刻相关函数测量来识别与判别。因此，系综体系在多时刻量子关联测量方面的

独特优势，为本论文的实验研究提供了关键的技术基础。

1.2.3 典型系综量子实验平台介绍

在系综量子体系的实验实现中，不同物理平台基于各自的物理机制与技术特

点，在控制精度、可重复性、读出方式以及实验成熟度等方面呈现出不同的优势

13
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与局限。以下简要介绍几类具有代表性的系综量子实验平台。

冷原子系综是基于超冷原子气体的系综量子平台 [101­102;106]。通过激光冷却与

磁光阱等技术，原子气体被冷却至微开尔文甚至纳开尔文温度，形成高度相干的

量子系综。量子信息可以编码在原子的内态（如超精细能级）或集体激发态（如

Rydberg态、自旋波等）上。冷原子系综的主要优势在于其高度的可控性与灵活性：

通过调节激光参数与磁场配置，可以实现对原子间相互作用的精密调控，从而构

造丰富的量子多体态与量子模拟场景。此外，冷原子系综的相干时间较长，且可

以通过光学读出实现高效的量子态探测。近年来，冷原子系综在量子存储、量子

中继以及量子多体模拟等方向取得了重要进展。

NV 色心系综是基于金刚石中氮空位缺陷的系综量子平台 [103­104;107]。NV 色

心是金刚石晶格中由一个氮原子与相邻的空位构成的点缺陷，其电子自旋态可以

作为量子比特进行操控与读取。NV色心系综的突出优势在于其室温操作能力与长

相干时间：即使在室温条件下，NV色心的电子自旋相干时间仍可达毫秒量级，远

超大多数固态量子体系。此外，NV色心可以通过光学手段实现初始化、操控与读

出，实验装置相对简洁。目前，NV色心系综已在量子传感、磁场成像以及固态量

子信息处理等领域展现出广泛的应用前景。

NMR系综量子平台是另一类具有代表性的系综量子实验体系 [99­100]。NMR技

术自 20世纪 40年代发展以来，已形成高度成熟的实验体系与理论框架。在 NMR

量子信息处理中，量子信息编码在溶液中分子的核自旋态上，通过射频脉冲实现

量子门操作，并通过感应线圈读取核自旋的宏观磁化强度 [105;108]。NMR的射频控

制精度极高，可以实现保真度超过 99%的单比特与双比特量子门，且实验装置稳

定可靠，可重复性强。NMR系综通过大量分子拷贝的信号平均，能够以极高的信

噪比直接测量期望值与多时刻相关函数，在量子关联结构表征、量子算法验证以

及量子信息基础研究等方向具有广泛应用。

上述三类系综量子平台各具特色，分别在量子模拟、量子传感与量子信息处

理等不同方向发挥着重要作用。如图 1­2所示，三种平台的实验装置与物理实现机

制各有不同，但均通过对大量量子拷贝的统一操控与统计平均读出来获取量子信

息。本论文的实验研究基于 NMR系综量子平台开展，这主要是因为 NMR平台在

高精度量子控制、高信噪比期望值读出以及多时刻相关函数测量等方面的技术特

点，与本论文所关注的时间量子关联表征和量子因果推断等研究内容高度契合。
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冷原子系综平台 NV色心系综平台 NMR系综平台

Figure 1­2 三类典型系综量子实验平台的装置示意图：冷原子系综、NV色心系综与 NMR系
综。（引自文献 [107;109]）

1.2.4 核磁共振体系及其在本论文中的应用

NMR量子信息处理基于原子核在外加磁场中的自旋动力学 [99­100]。在强静磁

场 𝐵0作用下，核自旋的能级发生塞曼分裂，不同自旋态之间的能量差正比于磁场
强度与核的旋磁比。通过施加与能级差共振的射频脉冲，可以实现核自旋态之间

的相干跃迁，从而完成量子门操作。在多核自旋体系中，不同核之间通过化学键

产生的 𝐽耦合提供了核间相互作用，使得双比特量子门的实现成为可能。此外，不
同核由于化学环境的差异而具有不同的化学位移，这一特性使得可以通过选择性

射频脉冲对特定核自旋进行独立操控，从而实现多比特量子线路的精密控制。

NMR 量子信息处理的一个关键技术是赝纯态（pseudo­pure state, PPS）的制

备 [105;108]。在室温条件下，溶液中的核自旋系综处于高度混合的热平衡态，其极

化度极低，通常仅为 10−5量级。这意味着系综的密度矩阵几乎是完全混合态 𝕀/2𝑛
（其中 𝑛 为量子比特数），无法直接用于量子计算。为克服这一困难，NMR 量子

计算采用赝纯态技术：通过特定的脉冲序列，将系综的密度矩阵转化为形如 𝜌 =(1 − 𝜖)𝕀/2𝑛 + 𝜖|𝜓⟩⟨𝜓|的形式，其中 𝜖 ≪ 1为有效极化度，|𝜓⟩为目标纯态。尽管
赝纯态中纯态成分的比例极小，但由于 NMR测量的是可观测量的期望值，而完全

混合态对期望值的贡献为零，因此赝纯态的测量结果与真正纯态的测量结果在归

一化后完全等价。这一技术使得 NMR 能够在室温条件下实现高保真的量子信息

处理，尽管其可扩展性受到赝纯态制备效率的限制。

NMR 系综量子平台的核心优势在于其高精度射频控制能力与成熟的实验体

系。经过数十年的发展，NMR技术已形成完善的脉冲序列设计、误差补偿以及信

号处理方法，使得量子门操作的保真度可达 99%以上，且实验装置稳定可靠、可重

复性强。更为重要的是，NMR系综通过大量分子拷贝的信号平均，能够以极高的
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信噪比直接测量可观测量的期望值，这一特性使其在量子态层析、量子过程层析以

及多时刻相关函数测量等任务中具有不可替代的实验价值。需要指出的是，NMR

平台在量子信息研究中的定位并非追求可扩展量子计算——由于赝纯态的制备效

率随量子比特数指数下降，其在可扩展性上面临根本性挑战——而是聚焦于量子

资源刻画、量子算法验证以及量子信息基础研究。

具体而言，本论文的研究内容与 NMR平台的技术特点高度契合。在第三章的

PDM实验重构中，需要测量多时刻联合测量的统计分布，而 NMR系综通过重复

制备相同初态并施加不同时刻的测量序列，能够以极高的信噪比获得这些统计信

息，从而实现 PDM的精确重构与负性探测。在第四章的量子因果推断实验中，不

同因果结构对应的量子过程需要通过多时刻相关函数来识别与判别，而 NMR 平

台的多时刻统计测量能力为这一任务提供了可靠的实验基础。此外，在第五章的

DQC1模型研究中，NMR系综的赝纯态制备与高保真量子门操作使得 DQC1线路

的实现变得自然而高效，且 NMR 平台在量子失谐等非纠缠型量子关联的表征方

面同样具有独特优势。

综上所述，NMR系综量子平台在高精度量子控制、高信噪比期望值读出以及

多时刻相关函数测量等方面的独特优势，与本论文所关注的时间量子关联、量子

因果推断以及非纠缠型量子资源研究高度契合，因此本论文选择其作为主要实验

基础。

1.3 论文研究内容和结构安排

从前述讨论可以看出，量子体系中存在多种区别于经典物理的非传统量子资

源，它们不仅在基础物理层面具有重要意义，也能够在具体的信息处理任务中带

来优势。本论文围绕 “系综量子信息处理器上的量子资源实验探测与表征”这一主

题展开，重点聚焦于两类具有代表性的非经典关联：其一是时间维度上的量子时

序关联，其二是非纠缠型的非经典关联（以量子失谐等为代表）在量子信息处理

与量子机器学习任务中的作用。

本文的实验研究主要基于 NMR 系综量子处理器开展。作为典型的系综量子

平台，NMR体系具备高保真量子控制能力，并可通过大量分子拷贝的信号平均实

现稳定读出，这一特性使其在复杂量子线路执行、信号读取与资源高效评估等方

面具有独特优势。针对上述平台特点，本文围绕两类具有代表性的非经典量子资
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源展开研究：一类是时间维度上的量子关联及其结构表征与因果应用，另一类是

非纠缠型非经典关联在量子信息处理任务中的功能化利用。围绕这两条研究主线，

本文依次完成了以下工作，并据此组织全文结构。

（1）实验探测与表征量子时序关联：基于 PDM的测量与重构。本文首先关

注时间维度的量子关联资源。在理论层面，引入 PDM作为表征多时刻测量统计与

时间关联结构的统一工具；在实验层面，通过构造可控的量子演化过程，并采用适

用于时序关联测量的实验方案，实现了对应 PDM的测量与重构，从而直接读取其

中蕴含的时序关联信息。相关内容在第三章给出。

（2）优化时序关联的实验探测：无需完整层析的高效负性认证。随着系统规

模增长，基于完整层析的 PDM 构造在实验与经典后处理资源上均面临指数级开

销。为克服这一瓶颈，本文进一步结合随机测量（randomized measurements）与准

概率分解（quasi­probability decomposition）技术，提出一种无需完整系统表征即可

高效探测时序关联的实验方案。该方案以可实验获取的矩信息为核心，通过常数

量测量基实现对 PDM负性等关键资源量的认证，显著降低实验资源消耗并提升可

扩展性。相关内容同样在第三章展开。

（3）基于时序关联信息的量子因果推断：从 PDM到因果结构判别。在完成

时序关联的实验表征与高效认证之后，本文进一步探索如何利用 PDM所携带的时

间统计结构开展量子因果推断。具体而言，实验上构造若干对应不同因果结构的

量子过程场景，测量其对应的 PDM，并基于 PDM的特征量实现对潜在因果结构

的判别与验证。该部分工作在第四章呈现。

（4）从时间关联到非纠缠型非经典资源：DQC1框架下的 NQE­DQC1及其

跨平台应用。除时间维度的量子关联外，本文还进一步将 “非经典资源”的讨论拓

展至 DQC1模型中典型的非纠缠型关联资源（如量子失谐）及其任务化利用。本

文提出基于 DQC1的神经量子嵌入（Neural Quantum Embedding via DQC1, NQE­

DQC1）框架用于优化经典数据的量子嵌入，并在 NMR平台完成训练与分类验证；

同时展示训练得到的嵌入可迁移至其他量子硬件平台执行后续量子机器学习任务

（例如在超导量子处理器上进行分类），体现该方案在应用层面的可扩展性与跨平

台兼容性。该部分内容在第五章给出。

基于上述研究主线，本文的章节安排如下：第二章介绍实验平台与基础实验

方法；第三章围绕 PDM的实验测量、构造与高效负性探测展开；第四章给出基于
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PDM的量子因果推断实验研究；第五章讨论 DQC1框架下的非纠缠型非经典资源

及 NQE­DQC1方案，并展示其在量子机器学习任务与跨平台迁移中的应用；最后

在第六章总结全文并讨论未来展望。
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CHAPTER 2 核磁共振量子信息处理基础

在前一章中，我们从量子时序关联的理论背景出发，介绍了多种系综量子计

算平台，并指出 NMR体系凭借其高精度量子控制能力与系综测量特性，在本论文

的实验研究中扮演着核心角色。本章将系统阐述 NMR 量子信息处理的物理基础

与实验技术，为后续的实验工作提供必要的理论与技术铺垫。

NMR 量子计算的基本思想是利用分子中具有核自旋的原子核作为量子比特

载体，通过精心设计的射频脉冲序列实现对量子态的操控，并借助系综平均测量获

取实验结果 [99;108]。自 1996年 Cory、Fahmy和Havel等人提出NMR可用于量子计

算以来 [105;110]，该平台已在量子算法演示、量子模拟、量子纠错等多个方向取得了

丰富的实验成果 [100;111­117]。与其他量子计算平台相比，NMR体系具有以下显著优

势：（i）相干时间长，通常可达秒量级，远超单次实验所需的操作时间；（ii）量子控

制精度高，借助成熟的脉冲优化技术可实现保真度超过 99%的量子门操作；（iii）

实验技术成熟，仪器设备高度模块化，操作流程标准化程度高。图 2­1(a)展示了

典型 NMR谱仪的内部结构，其核心组件包括提供强均匀静磁场的超导磁体、用于

施加射频脉冲和接收信号的探头与射频线圈等。这些高度集成的硬件系统为 NMR

量子信息处理提供了稳定可靠的实验基础，使得 NMR 成为验证量子信息处理新

方案的理想实验平台。

本章的组织结构如下：第 2.1节介绍 NMR量子处理器的物理基础，包括核自

旋与外磁场的相互作用、化学位移、𝐽耦合等核心概念；第 2.2节讨论 NMR中的

量子态制备技术，重点阐述赝纯态与空间平均方法；第 2.3节介绍量子门的实现方

式，涵盖射频脉冲控制与 GRAPE优化脉冲技术；第 2.4节阐述 NMR的系综测量

与信号读取机制；第 2.5节则从实验适配性的角度，分析 NMR体系在实现散射线

路与 DQC1线路方面的独特优势。

19



CHAPTER 2 核磁共振量子信息处理基础

|0⟩

|1⟩

ℏγB!

(a) (b)

Zeeman effect

Figure 2­1 （a）NMR谱仪的内部结构示意图，展示了超导磁体、探头及射频线圈等核心组件的
空间布局。（b）塞曼劈裂示意图：自旋 1/2原子核在外磁场 𝐵0作用下，原本简并的能级分裂为两
个本征态 |0⟩与 |1⟩，能级间距 Δ𝐸 = 𝛾𝐵0对应于拉莫尔进动频率。
2.1 NMR量子处理器的物理基础

2.1.1 核自旋与塞曼效应

NMR现象的物理根源在于原子核所固有的量子力学属性——核自旋 [118]。原

子核由质子和中子组成，二者均为费米子，各自携带 1/2的自旋角动量。原子核
的总自旋量子数 𝐼 取决于其内部核子的排列方式。一般而言，当质子数与中子数
均为偶数时，由于核子自旋的配对效应，原子核的总自旋为 𝐼 = 0，此类原子核不
具有净磁矩，因此无法用于 NMR实验；当质子数与中子数中恰有一个为奇数时，

核自旋量子数 𝐼为半整数；而当二者均为奇数时，𝐼通常为正整数。在 NMR量子

计算实验中，通常选用自旋量子数 𝐼 = 1/2的原子核，例如 1H、13C和 19F等，因
为这类原子核仅具有两个自旋能级，其二能级结构可以自然映射为量子比特的计

算基态 |0⟩与 |1⟩ [48;99]。
具有非零自旋的原子核同时具有磁偶极矩 𝝁。在量子力学描述下，核磁矩算符

与核自旋角动量算符 I之间满足关系 𝝁 = 𝛾I, (2­1)

其中 𝛾 为旋磁比，是描述特定核种磁学性质的重要物理常数，其大小取决于原子
核的电荷分布与质量结构。不同种类的原子核具有不同的旋磁比，这一差异构成

了 NMR实验中区分不同核种的重要物理基础。

当具有自旋的原子核被置于沿 𝑧̂ 方向的均匀静磁场 𝐵0 中时，核磁矩与外磁
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场之间的相互作用会导致原本简并的自旋能级发生分裂，这一现象称为塞曼劈裂

（Zeeman splitting）[119­120]，如图 2­1(b)所示。该相互作用可以通过磁矩与外磁场的

耦合哈密顿量来描述（取 ℏ = 1）：𝐻0 = −𝝁 ⋅ B. (2­2)

在 NMR实验中，静磁场通常沿 𝑧方向施加，即 B = 𝐵0𝑧̂，因此哈密顿量可以
写为 𝐻0 = −𝛾𝐵0𝐼𝑧. (2­3)

对于自旋量子数 𝐼 = 1/2的原子核，自旋算符满足 𝐼𝑧 = 𝜎𝑧/2，其中 𝜎𝑧为泡利
矩阵，因此哈密顿量可进一步写为𝐻0 = −𝛾𝐵02 𝜎𝑧. (2­4)

该哈密顿量具有两个本征态 |0⟩与 |1⟩，对应的能量本征值分别为𝐸± = ±𝛾𝐵02 , (2­5)

从而产生能量间隔 Δ𝐸 = 𝛾𝐵0. (2­6)

从经典图像来看，核磁矩在外磁场作用下的运动类似于一个陀螺在重力场中

的进动，其磁矩矢量绕磁场方向进行圆锥形进动。这种进动运动的角频率称为拉

莫尔进动频率，其表达式为 𝜔0 = |𝛾|𝐵0. (2­7)

实验中也常使用以赫兹为单位的拉莫尔频率 𝜈，其与角频率之间的关系为𝜈 = 𝜔02𝜋 . (2­8)

拉莫尔频率是 NMR实验中最基本且最重要的物理参数之一 [118]。在给定的外

磁场强度下，不同种类的原子核由于旋磁比不同而具有不同的拉莫尔频率。例如，

在 𝐵0 ≈ 9.4 T的磁场下，1H的共振频率约为 400 MHz，而 13C的共振频率约为
100 MHz。正是由于这种显著的频率差异，实验者可以通过调节射频脉冲的频率实

现对特定核种的选择性操控，而不会显著影响其他核种的自旋动力学。
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2.1.2 化学位移

在实际的分子体系中，原子核并非孤立地处于外磁场之中，而是被周围的电

子云所包围。这些电子在外磁场的作用下会产生感应电流，进而生成一个与外磁

场方向相反的局域磁场 𝐵ind，对原子核产生屏蔽效应。因此，原子核实际感受到的
有效磁场为 𝐵eff = 𝐵0(1 − 𝜎cs), (2­9)

其中 𝜎cs为化学屏蔽常数，其大小取决于原子核周围的化学环境。由此导致的拉莫
尔频率偏移被称为化学位移（chemical shift）。

化学位移的存在使得即使是同一种原子核（例如同一分子中的不同 13C核），
由于各自所处的化学环境不同，其共振频率也会有所差异 [99;118]。这种频率差异通

常在几十到几千赫兹的量级，远小于不同核种之间的频率差异，但足以在 NMR谱

图中被清晰分辨。正是化学位移的存在，使得一个含有 𝑛个可区分的自旋 1/2原
子核的分子可以被用作一个 𝑛比特的量子处理器，其中每个原子核对应一个量子
比特。

考虑化学位移后，𝑛个核自旋在静磁场中的塞曼哈密顿量可以写为
𝐻0 = 𝑛∑𝑖=1 𝜔𝑖2 𝜎𝑖𝑧, (2­10)

其中 𝜔𝑖 为第 𝑖 个核自旋考虑化学位移后的拉莫尔频率。在液态 NMR实验中，由

于分子在溶液中的快速翻滚运动，化学位移的各向异性部分被平均掉，仅保留各

向同性的标量贡献。

2.1.3 自旋间耦合相互作用

在含有多个核自旋的分子中，不同原子核之间存在相互作用，这些相互作用

是实现多比特量子门操作的物理基础 [118]。核自旋之间的相互作用主要分为两类：

直接偶极­偶极（dipole­dipole）相互作用与间接标量（𝐽）耦合相互作用。
直接偶极­偶极相互作用源于两个核磁矩之间的经典磁偶极相互作用，其强度

与两核之间的距离 𝑟 成 𝑟−3 关系，并且依赖于连接两核的矢量与外磁场方向之间
的夹角。在液态 NMR实验中，溶液中的分子进行快速且随机的布朗运动，使得偶

极­偶极相互作用中与取向相关的因子 (1 − 3 cos2 𝜃)在时间平均下趋于零。因此，
在液态 NMR中，直接偶极­偶极相互作用通常可以忽略不计。
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间接标量耦合（𝐽耦合）则是通过两个原子核之间共享的化学键电子云所介导
的相互作用 [118]。与直接偶极相互作用不同，𝐽耦合不依赖于分子的空间取向，因
此在液态样品中不会被分子运动平均掉。对于各向同性的液体分子，𝐽耦合哈密顿
量的一般形式为 𝐻𝐽 =∑𝑖<𝑗 𝜋𝐽𝑖𝑗2 (𝜎𝑖𝑥𝜎𝑗𝑥 + 𝜎𝑖𝑦𝜎𝑗𝑦 + 𝜎𝑖𝑧𝜎𝑗𝑧 ) , (2­11)

其中 𝐽𝑖𝑗 为第 𝑖个与第 𝑗个核自旋之间的标量耦合常数，单位为赫兹。
在大多数液态 NMR实验中，不同核自旋之间的化学位移差 |𝜔𝑖 − 𝜔𝑗|远大于

耦合常数 |𝐽𝑖𝑗|，此时满足所谓的弱耦合近似条件。在该近似下，𝐽耦合哈密顿量可
以进一步简化为仅保留 𝜎𝑧𝜎𝑧 项的形式：𝐻𝐽 ≈∑𝑖<𝑗 𝜋𝐽𝑖𝑗2 𝜎𝑖𝑧𝜎𝑗𝑧 . (2­12)

对于异核样品（如同时含有 1H和 13C的分子），弱耦合条件几乎总是满足的，因
为不同核种之间的拉莫尔频率差异可达数百兆赫兹量级。对于同核样品（如仅含13C 的分子），只要不同核的化学位移差远大于耦合常数，弱耦合近似同样适用。
在本论文所涉及的实验中，所使用的 13C标记巴豆酸样品均满足弱耦合条件。𝐽耦合常数的大小通常在几赫兹到几百赫兹之间，其符号可正可负。耦合常数
的绝对值可以通过实验谱图中劈裂峰之间的间距直接测定。𝐽耦合的存在使得一个
核自旋除了感受到外磁场 𝐵0的作用外，还会感受到邻近自旋在 𝑧̂方向产生的附加
有效磁场，从而导致其能级发生进一步的分裂。这种耦合效应正是 NMR中实现双

比特量子门操作的物理基础。

2.1.4 NMR系统的总哈密顿量与旋转坐标系

综合上述讨论，对于一个含有 𝑛 个满足弱耦合条件的核自旋的液态 NMR样

品，其在静磁场 𝐵0下的内部哈密顿量可以统一写为
𝐻int = 𝑛∑𝑖=1 𝜋𝜈𝑖𝜎𝑖𝑧 +∑𝑖<𝑗 𝜋𝐽𝑖𝑗2 𝜎𝑖𝑧𝜎𝑗𝑧 , (2­13)

其中 𝜈𝑖 为第 𝑖 个核自旋在旋转坐标系下的化学位移频率（单位为赫兹），𝐽𝑖𝑗 为核
自旋 𝑖与 𝑗之间的标量耦合常数。第一项描述了各核自旋在考虑化学位移后的塞曼
分裂，第二项描述了核自旋之间的 𝐽 耦合相互作用。这一形式与本论文后续实验
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工作中所使用的哈密顿量参数化方式一致 [99;121]。

仅依赖内部哈密顿量 𝐻int，系统只能实现绕 𝑧̂轴的单比特旋转以及由 𝐽耦合驱
动的双比特受控相位门。为了实现普适的量子逻辑门集合，还需要引入外部控制

手段。在 NMR中，这通过在 𝑥­𝑦平面施加射频（RF）磁场脉冲来实现。射频场由

两个正交的发射线圈分别控制，可以在 𝑥­𝑦平面上以任意相位 𝜙、振幅 𝐵1和频率𝜔rf施加旋转磁场。对于 𝑛个核自旋的系统，控制哈密顿量的形式为
𝐻𝑐(𝑡) = − 𝑛∑𝑖=1 𝛾𝑖𝐵𝑖12 [cos(𝜔𝑖rf𝑡 + 𝜙𝑖)𝜎𝑖𝑥 + sin(𝜔𝑖rf𝑡 + 𝜙𝑖)𝜎𝑖𝑦] , (2­14)

其中 𝐵𝑖1、𝜔𝑖rf 和 𝜙𝑖 分别为作用在第 𝑖 个核自旋上的射频场的振幅、频率和初始相
位。

在实验室坐标系中，总哈密顿量 𝐻 = 𝐻int + 𝐻𝑐(𝑡)包含随时间快速振荡的项，
分析起来较为繁琐。为简化处理，通常引入以各核自旋射频频率 𝜔𝑖rf为参考的旋转
坐标系 [99;118]。通过幺正变换

|𝜓⟩rot = exp(−𝑖 𝑛∑𝑖=1 𝜔𝑖rf𝑡2 𝜎𝑖𝑧) |𝜓⟩, (2­15)

可以将总哈密顿量变换为旋转坐标系下的等效哈密顿量：

𝐻rot = 𝑛∑𝑖=1 Ω𝑖2 𝜎𝑖𝑧 +∑𝑖<𝑗 𝜋𝐽𝑖𝑗2 𝜎𝑖𝑧𝜎𝑗𝑧 − 𝑛∑𝑖=1 𝜔𝑖12 [cos(𝜙𝑖)𝜎𝑖𝑥 + sin(𝜙𝑖)𝜎𝑖𝑦] , (2­16)

其中 Ω𝑖 = 𝜔𝑖 − 𝜔𝑖rf 为第 𝑖 个核自旋的偏共振频率，𝜔𝑖1 = 𝛾𝑖𝐵𝑖1 为射频场的 Rabi频

率。

在旋转坐标系中，当射频场的频率 𝜔𝑖rf 恰好等于目标核自旋的拉莫尔频率 𝜔𝑖
时，偏共振项 Ω𝑖 = 0，核自旋将在 𝑥­𝑦平面内绕由相位 𝜙𝑖 确定的轴进行旋转，旋
转角度由 𝜔𝑖1与脉冲作用时间的乘积决定。当射频频率远离某个核自旋的共振频率
时，该核自旋几乎不受射频场的影响。这种频率选择性是 NMR中实现对单个量子

比特进行寻址操控的关键机制。

2.2 NMR中的量子态制备

在标准的量子计算模型中，计算过程通常从一个确定的纯态（如 |0⟩⊗𝑛）出
发 [48]。然而，NMR量子计算面临一个根本性的挑战：在常温常压条件下，NMR
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样品中的核自旋系综处于热平衡态，其极化度极低，远非纯态。本节将讨论如何

从热平衡态出发，通过 PPS技术为 NMR量子计算提供有效的初始态。

2.2.1 热平衡态与高温近似

NMR实验中的样品通常包含约 1018 量级的全同分子，这些分子中的核自旋
构成一个宏观系综 [118]。在室温（𝑇 ≈ 300 K）和强磁场（𝐵0 ∼ 10 T）条件下，核
自旋系综处于热力学平衡态，其密度矩阵由玻尔兹曼分布给出：𝜌th = 𝑒−𝐻int/𝑘𝐵𝑇𝒵 , 𝒵 = Tr (𝑒−𝐻int/𝑘𝐵𝑇) , (2­17)

其中 𝑘𝐵 为玻尔兹曼常数，𝑇为系统温度，𝒵为配分函数。
在典型的 NMR实验条件下，核自旋的塞曼分裂能量远小于热能，即 ℏ𝜔0 ≪𝑘𝐵𝑇。以 1H在 𝐵0 = 11.7 T磁场下为例，其拉莫尔频率约为 500 MHz，对应的能量ℏ𝜔0 ≈ 3.3 × 10−25 J，而室温下的热能 𝑘𝐵𝑇 ≈ 4.1 × 10−21 J，二者相差约四个数量

级。这意味着核自旋的上下能级布居数几乎相等，系统的极化度 𝜖 = ℏ𝜔0/(2𝑘𝐵𝑇)
仅约为 10−5量级。
在此高温近似条件下，𝐽耦合相互作用的能量贡献相对于塞曼项更为微小，可

以在热平衡态的表达式中忽略。因此，热平衡态可以近似展开为

𝜌th ≈ 12𝑛 (𝕀⊗𝑛 + 𝑛∑𝑖=1 ℏ𝜔𝑖2𝑘𝐵𝑇𝜎𝑖𝑧) = 12𝑛 (𝕀⊗𝑛 + 𝑛∑𝑖=1 𝜖𝑖𝜎𝑖𝑧) , (2­18)

其中 𝜖𝑖 = ℏ𝜔𝑖/(2𝑘𝐵𝑇) 为第 𝑖 个核自旋的极化度。上式表明，热平衡态在高温极
限下近似为最大混合态 𝕀⊗𝑛/2𝑛加上一个极小的偏差项。这个偏差项虽然微小，却
是 NMR信号的唯一来源——单位矩阵部分在任何幺正操作下保持不变，且对可

观测量的期望值没有贡献。

2.2.2 赝纯态的概念与意义

由于热平衡态的极化度极低，直接将其用作量子计算的初始态是不可行的。一

种直觉上的解决方案是通过极端冷却将系统制备到基态 |0⟩⊗𝑛，但这在实验上既不
现实（需要接近绝对零度的温度），也会导致液态样品凝固而无法进行 NMR实验。

为解决这一困难，Cory等人于 1997年提出了 PPS的概念 [105;110]。赝纯态的

核心思想是：虽然无法将整个系综制备为真正的纯态，但可以通过一系列操作将
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热平衡态变换为如下形式：𝜌PPS = 1 − 𝜖2𝑛 𝕀⊗𝑛 + 𝜖 |𝜓⟩⟨𝜓|, (2­19)

其中 |𝜓⟩⟨𝜓|是一个纯态（通常取为 |0⟩⊗𝑛⟨0|⊗𝑛），𝜖 是一个与极化度相关的小参
数。

赝纯态的关键性质在于：尽管 𝜌PPS 本身并非纯态，但其在后续幺正演化过程
中的行为与纯态 |𝜓⟩完全等价。这是因为单位矩阵部分 𝕀⊗𝑛/2𝑛在任何幺正变换下
保持不变，且不贡献可观测的 NMR信号。因此，所有实验可观测量的变化完全由𝜖|𝜓⟩⟨𝜓|这一 “有效纯态”部分决定。系数 𝜖仅影响信号的整体强度，而不改变量子
态的演化规律。正因如此，赝纯态也被称为有效纯态（effective pure state）。

2.2.3 梯度磁场脉冲

梯度磁场脉冲（pulsed field gradient）是 NMR实验中一种重要的非幺正操控

手段，在赝纯态制备、混态构造以及相干选择等多种实验任务中均发挥着关键作

用。本小节对其物理原理进行介绍。

Gz

Figure 2­2 梯度磁场脉冲的工作原理示意图。梯度场沿 𝑧̂方向施加空间线性变化的附加磁场𝐺𝑧 ⋅ 𝑧，使得样品管中不同位置的核自旋以不同频率进动，经过足够长的作用时间后，横向磁化矢
量因相位随机化而被平均为零，仅保留纵向分量。

如图 2­2所示，梯度场是沿 𝑧̂方向施加的一个空间线性变化的附加磁场，使得
样品管中位于不同空间位置 𝑧处的核自旋所感受到的总磁场为𝐵(𝑧) = 𝐵0 + 𝐺𝑧 ⋅ 𝑧, (2­20)
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其中 𝐵0 为主磁场强度，𝐺𝑧 = 𝜕𝐵𝑧/𝜕𝑧为梯度场强度。相应地，位于 𝑧处的核自旋
的拉莫尔频率变为 𝜔(𝑧) = 𝛾(𝐵0 + 𝐺𝑧 ⋅ 𝑧) = 𝜔0 + 𝛾𝐺𝑧 ⋅ 𝑧, (2­21)

其中 𝛾为旋磁比，𝜔0 = 𝛾𝐵0为无梯度场时的拉莫尔频率。在梯度场作用时间 𝜏内，
位于 𝑧处的核自旋相对于旋转坐标系积累的额外相位为𝜙(𝑧) = 𝛾𝐺𝑧 ⋅ 𝑧 ⋅ 𝜏. (2­22)

由于液态样品中的分子沿 𝑧̂ 方向近似均匀分布，经过足够强的梯度场作用后，不
同位置的核自旋在 𝑥­𝑦 平面内的相位将完全随机化。对系综进行空间平均时，横
向磁化矢量的贡献为⟨𝑒𝑖𝜙(𝑧)⟩𝑧 = 1𝐿 ∫𝐿/2−𝐿/2 𝑒𝑖𝛾𝐺𝑧𝑧𝜏 d𝑧 = sinc(𝛾𝐺𝑧𝐿𝜏2 ) , (2­23)

其中 𝐿为样品沿 𝑧方向的有效长度。当梯度场足够强（即 𝛾𝐺𝑧𝐿𝜏 ≫ 2𝜋）时，上式
趋近于零，导致系综的横向磁化矢量被平均为零。换言之，梯度场的作用等效于将

密度矩阵中所有包含 𝜎𝑥或 𝜎𝑦分量的非对角元素消除，仅保留 𝜎𝑧方向的纵向分量：𝜌 𝐺𝑧−−→∑𝑘 ⟨𝑘|𝜌|𝑘⟩ |𝑘⟩⟨𝑘| (在计算基下), (2­24)

其中求和遍历计算基 {|𝑘⟩}。更一般地，对于多比特系统，梯度场消除所有包含横
向算符（𝜎𝑥、𝜎𝑦）的泡利直积项，仅保留由 𝕀和 𝜎𝑧 构成的对角项。
这一非幺正操作在 NMR 实验中具有广泛的用途。除了在赝纯态制备的空间

平均法中用于消除不需要的横向相干项之外，梯度场还常用于：（i）从热平衡态出

发制备特定的混合态，例如在 DQC1模型中通过梯度场将部分核自旋的极化消除，

从而直接获得最大混态寄存器（详见第 2.5节）；（ii）在量子过程实验中选择性地

消除特定比特的相干性，以构造所需的初始量子态。

2.2.4 空间平均法制备赝纯态

目前已有多种从热平衡态制备赝纯态的实验方法，包括时间平均法 [10]、空间

平均法 [110]、逻辑标记法 [108]等。在本论文的实验工作中，主要采用空间平均法进

行赝纯态制备，因此这里对该方法进行详细介绍。

空间平均法的核心工具是上一小节介绍的梯度磁场脉冲。其基本策略是：通
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过若干次射频脉冲操作与梯度场的交替施加，将热平衡态中的偏差密度矩阵逐步

变换为与基态 |0⟩⊗𝑛⟨0|⊗𝑛 成比例的形式。以同核双比特系统为例，热平衡态的偏
差部分（忽略单位矩阵）可以用直积算符表示为Δ𝜌th = 𝜎𝑧 ⊗ 𝕀 + 𝕀⊗ 𝜎𝑧. (2­25)

空间平均法的操作序列为Δ𝜌th 𝑅2𝑥(𝜋/3)−−−−−→ 𝐺𝑧−−→ 𝑅1𝑥(𝜋/4)−−−−−→ 𝑈𝐽(1/2𝐽)−−−−−−→ 𝑅1𝑦(𝜋/4)−−−−−→ 𝐺𝑧−−→ 12 (𝜎𝑧 ⊗ 𝕀 + 𝕀⊗ 𝜎𝑧 + 𝜎𝑧 ⊗ 𝜎𝑧) ,
(2­26)

其中 𝑅𝑖𝛼(𝜃)表示对第 𝑖个核自旋绕 𝛼轴旋转 𝜃角度，𝐺𝑧 表示梯度场操作（消除横
向分量），𝑈𝐽(1/2𝐽)表示两核自旋在 𝐽 耦合作用下自由演化 1/(2𝐽)的时间。最终
得到的偏差密度矩阵

12(𝜎𝑧 ⊗ 𝕀 + 𝕀⊗ 𝜎𝑧 + 𝜎𝑧 ⊗ 𝜎𝑧)加上单位矩阵后，恰好正比于|00⟩⟨00|，即成功制备了双比特赝纯态。
对于更多比特的系统，空间平均法的操作序列更为复杂，但基本原理相同：通

过脉冲操作在不同的直积算符分量之间进行转换，再利用梯度场选择性地消除不

需要的横向分量，最终将偏差密度矩阵塑造为目标赝纯态的形式。

四比特巴豆酸样品的赝纯态制备

由于本论文第三、四、五章的实验均基于四比特 13C标记巴豆酸样品，这里以
该系统为例，详细说明空间平均法制备四比特赝纯态 |0000⟩的具体过程 [82;110;122]。

四比特系统的热平衡态在高温近似下的偏差密度矩阵为

Δ𝜌th = 4∑𝑖=1 𝜖𝑖 𝜎𝑖𝑧, (2­27)

其中 𝜖𝑖 为第 𝑖个 13C核自旋的极化度。对于同核系统，各核自旋的极化度近似相
等（𝜖𝑖 ≈ 𝜖），因此偏差密度矩阵可以简化为Δ𝜌th ≈ 𝜖 (𝜎𝑧𝕀𝕀𝕀 + 𝕀𝜎𝑧𝕀𝕀 + 𝕀𝕀𝜎𝑧𝕀 + 𝕀𝕀𝕀𝜎𝑧) . (2­28)

目标赝纯态 |0000⟩⟨0000| 的偏差部分可以展开为所有包含 𝜎𝑧 和 𝕀 的直积算符之
和： Δ𝜌PPS ∝ ∑{𝑠𝑖}≠{0,0,0,0}⊗4𝑖=1𝜎𝑠𝑖 , 𝑠𝑖 ∈ {0, 𝑧}, (2­29)
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即包含 𝜎𝑧𝕀𝕀𝕀、𝕀𝜎𝑧𝕀𝕀、𝜎𝑧𝜎𝑧𝕀𝕀、𝜎𝑧𝜎𝑧𝜎𝑧𝕀、𝜎𝑧𝜎𝑧𝜎𝑧𝜎𝑧 等共 24 − 1 = 15个非平凡的 𝑍
串算符项。而热平衡态的偏差部分仅包含 4个单体 𝜎𝑧 项，因此空间平均法的任务
是通过脉冲操作和梯度场，将缺失的 11个多体 𝜎𝑧 关联项逐步生成。
四比特空间平均法的脉冲序列如图 2­3 所示。整个制备过程由三个梯度场脉

冲 𝐺𝑧 分隔为四个操作段，每个操作段包含单比特旋转门和由 𝐽耦合演化实现的双
比特门。其核心思路如下：

（1）对第 𝑖 个核自旋施加绕 𝑥̂ 轴的旋转 𝑅𝑖𝑥(𝜃𝑖)，其中旋转角度 𝜃𝑖 =
arccos(1/2𝑖−1)（即 𝜃1 = arccos(1/2)，𝜃2 = arccos(1/4)，𝜃3 = arccos(1/8)）。这些
特定角度的选取确保了在后续梯度场消除横向分量后，各核自旋的纵向极化按照

目标赝纯态所需的比例重新分配。

（2）在相邻核自旋之间利用 𝐽 耦合演化实现受控操作，将单体 𝜎𝑧 项转化为
多体 𝜎𝑧𝜎𝑧、𝜎𝑧𝜎𝑧𝜎𝑧 等关联项。
（3）施加梯度场脉冲 𝐺𝑧，消除所有包含 𝜎𝑥或 𝜎𝑦分量的横向相干项，仅保留𝜎𝑧 方向的纵向分量。

acos(1/2)

acos(1/4)

acos(1/8)

Gz Gz Gz

PPS 制备

Gz Gz Gz Gz

Figure 2­3 四比特赝纯态制备的 NMR脉冲序列。蓝色和绿色矩形分别表示绕 𝑥̂轴和 𝑦̂轴的单比
特旋转门，灰色矩形表示 𝑧̂方向梯度场脉冲 𝐺𝑧。梯度场脉冲将脉冲序列分隔为四个操作段，每段
中的单比特旋转和双比特耦合演化共同作用，将热平衡态的偏差密度矩阵逐步变换为目标赝纯态|0000⟩⟨0000|的形式。
经过上述脉冲序列的作用，热平衡态被变换为四比特赝纯态：𝜌PPS = 1 − 𝜖′16 𝕀16 + 𝜖′ |0000⟩⟨0000|, (2­30)

其中 𝜖′ 为赝纯态的有效极化度。单位矩阵 𝕀16 在任何幺正变换下保持不变，且
29



CHAPTER 2 核磁共振量子信息处理基础

在 NMR 实验中不产生可观测信号，因此该量子系统可以被等效地视为处于纯态|0000⟩⟨0000|。
在实际实验中，为了缩短制备时间并提高保真度，通常将图 2­3 中由梯度场

分隔的每个操作段整合为一个幺正操作，然后利用 GRAPE 最优控制算法（详见

第 2.3.3 节）搜索对应的射频脉冲波形。在本论文的实验中，四个操作段对应的

GRAPE优化脉冲时长分别约为 3 ms、20 ms、15 ms和 15 ms，所有脉冲的模拟保

真度均超过 99.5%[122]。

值得指出的是，赝纯态制备过程中信号强度会有所损失。对于 𝑛比特系统，空
间平均法制备赝纯态后的有效信号强度大致按 1/2𝑛 的比例衰减 [99­100]。对于四比

特系统，有效信号衰减为原始热平衡信号的约 1/16。这意味着随着量子比特数的
增加，可用信号将指数级减小，这也是 NMR量子计算在可扩展性方面面临的主要

限制之一。

2.3 NMR中的量子门实现

量子计算的核心在于通过一系列量子逻辑门操作对量子态进行精确操控 [48]。

在 NMR体系中，单比特门通过射频脉冲实现，多比特门则借助核自旋之间的 𝐽耦
合相互作用来完成。本节将详细介绍这些量子门的实现原理，以及用于提升门操

作保真度的 GRAPE脉冲优化技术。

2.3.1 单比特量子门：射频脉冲操控

如第 2.1节所述，在旋转坐标系中，当射频脉冲的频率与目标核自旋的拉莫尔

频率共振时（𝜔𝑖rf = 𝜔𝑖），该核自旋感受到的有效哈密顿量简化为 [99;118]

𝐻pulse = −𝜔12 [cos(𝜙)𝜎𝑥 + sin(𝜙)𝜎𝑦] , (2­31)

其中 𝜔1 = 𝛾𝐵1 为射频场的 Rabi频率，𝜙为射频场的相位。在脉冲持续时间 𝜏内，
若射频场振幅保持恒定，则该脉冲被称为硬脉冲（hard pulse）。其对应的时间演化

算符为 𝑈 = exp [𝑖𝜔1𝜏2 (cos𝜙𝜎𝑥 + sin𝜙𝜎𝑦)] , (2­32)

其物理效果是使核自旋绕布洛赫球 𝑥­𝑦平面内相位角为 𝜙的轴旋转 𝜃 = 𝜔1𝜏角度。
通过调节射频场的相位 𝜙和脉冲持续时间 𝜏，可以实现绕 𝑥̂ 轴和 𝑦̂轴的任意角度
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旋转 𝑅𝑥(𝜃)和 𝑅𝑦(𝜃)。绕 𝑧̂轴的旋转则可通过组合实现：𝑅𝑧(𝜃) = 𝑅𝑥(𝜋2)𝑅𝑦(𝜃) 𝑅𝑥(−𝜋2) . (2­33)

由于 𝑅𝑥、𝑅𝑦 和 𝑅𝑧 的任意角度旋转均可实现，射频脉冲能够构造 SU(2)群中的任
意单比特量子门 [48]。

对于异核样品（如同时含有 1H和 13C的分子），不同核种的拉莫尔频率相差
数百兆赫兹，因此将射频脉冲频率调至目标核种的共振频率即可实现高度选择性

的激发，对非目标核种的影响可以忽略不计。

然而，对于同核样品（如仅含 13C的分子），不同核自旋之间的拉莫尔频率差
异仅来源于化学位移，通常只有几百到几千赫兹。此时，硬脉冲的带宽远大于这些

频率差异，将同时激发所有同核核自旋，无法实现选择性操控。为解决这一问题，

需要使用软脉冲（soft pulse）或形状脉冲（shaped pulse）[99­100]。软脉冲的特点是

持续时间较长、振幅较小，其频谱带宽足够窄，从而只激发特定化学位移处的目标

核自旋。常用的软脉冲波形包括高斯型脉冲和 SINC型脉冲等。对于更复杂的操作

需求，则需要借助数值优化方法（如 GRAPE算法）来设计高保真度的形状脉冲。

2.3.2 双比特量子门：𝐽耦合演化
在液态 NMR 中，双比特量子门的实现依赖于核自旋之间的 𝐽 耦合相互作

用 [99]。在弱耦合近似下，两个核自旋 𝑖和 𝑗之间的耦合演化算符为𝑈𝐽(𝑡) = exp(−𝑖𝜋𝐽𝑖𝑗2 𝜎𝑖𝑧𝜎𝑗𝑧 𝑡) . (2­34)

这一演化的物理图像是：当其中一个核自旋处于 |0⟩态时，另一个核自旋绕 𝑧̂轴沿
一个方向进动；当前者处于 |1⟩态时，后者则沿相反方向进动。经过 𝑡 = 1/(2𝐽𝑖𝑗)
的演化时间后，两种情况下的相位差积累为 𝜋/2。
利用这种受控相位积累效应，结合适当的单比特旋转操作，可以构造 CNOT

门。其分解形式为 [99]

𝑈CNOT = √𝑖 𝑅1𝑧(𝜋2)𝑅2𝑧(−𝜋2)𝑅2𝑥(𝜋2)𝑈𝐽( 12𝐽)𝑅2𝑦(𝜋2) , (2­35)

其中脉冲序列从右向左依次作用，√𝑖 𝑅1𝑧(𝜋/2) 𝑅2𝑧(−𝜋/2)为相位校正项。由于单比
特门和 CNOT门共同构成普适量子逻辑门集合 [48]，NMR体系原则上可以实现任

意的量子计算操作。
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在实际实验中，一个重要的技术细节是：𝐽 耦合演化 𝑈𝐽(1/2𝐽)理想情况下应
仅包含目标核自旋对之间的耦合作用。然而，在多比特系统中，目标核自旋还会

与其他非目标核自旋发生耦合，这些非期望的耦合演化会引入误差。为消除这些

不需要的耦合效应，需要使用回聚（refocusing）脉冲序列。其基本原理是：在自

由演化的中间时刻，对非目标核自旋施加一个 𝜋脉冲（绕 𝑥̂或 𝑦̂轴旋转 𝜋角度），
使得前半段和后半段的耦合演化效果相互抵消：𝑅𝑘𝑥(𝜋)𝑈𝐽(𝜏/2) 𝑅𝑘𝑥(−𝜋)𝑈𝐽(𝜏/2) = 𝑈𝐽(−𝜏/2)𝑈𝐽(𝜏/2) = 𝕀. (2­36)

对于多比特系统，回聚脉冲序列的设计更为复杂，需要精心安排各个 𝜋脉冲的时
序，以同时消除多对非目标耦合 [99]。

2.3.3 GRAPE脉冲优化技术

在前两小节中，我们介绍了基于硬脉冲和自由演化的量子门实现方案。这种

“分解­拼接” 的方法虽然概念清晰，但在实际应用中存在若干局限：（i）对于同

核样品，硬脉冲无法实现选择性激发；（ii）多步操作的累积误差会降低整体保真

度；（iii）较长的操作序列会消耗宝贵的相干时间 [100]。为克服这些问题，Khaneja等

人于 2005年提出了梯度上升脉冲工程（gradient ascent pulse engineering, GRAPE）

算法 [123]，该方法通过数值优化直接搜索能够实现目标量子操作的最优射频脉冲

波形。

GRAPE算法的基本思想是将一段总时长为 𝑇 的形状脉冲离散化为 𝑁 个时间
片段，每个片段的持续时间为 Δ𝑡 = 𝑇/𝑁。在第𝑚个时间片段内，射频场的振幅和
相位保持恒定，等效于一个短硬脉冲。因此，第𝑚段的演化算符可以写为

𝑈𝑚 = exp [−𝑖Δ𝑡 (𝐻int +∑𝑘 𝑢𝑘𝑥[𝑚] 𝜎𝑘𝑥 +∑𝑘 𝑢𝑘𝑦[𝑚] 𝜎𝑘𝑦)] , (2­37)

其中 𝑢𝑘𝑥[𝑚]和 𝑢𝑘𝑦[𝑚]分别为第 𝑚 个时间片段中作用在第 𝑘 个核自旋上的射频场
在 𝑥和 𝑦方向的控制振幅。整个脉冲序列的总演化算符为所有片段的有序乘积：𝑈𝑇 = 𝑈𝑁𝑈𝑁−1 ⋯𝑈2𝑈1. (2­38)

GRAPE算法的目标是通过优化控制参数 {𝑢𝑘𝑥[𝑚], 𝑢𝑘𝑦[𝑚]}，使得总演化算符 𝑈𝑇
尽可能接近目标操作 𝑈tar。为此，需要定义一个衡量二者接近程度的目标函数（fit­

32



CHAPTER 2 核磁共振量子信息处理基础

ness function）。对于幺正操作的优化，常用的目标函数为门保真度：

𝐹𝑈 = |Tr(𝑈†tar𝑈𝑇)|222𝑛 . (2­39)

对于量子态制备的优化，目标函数则取为态保真度：𝐹𝜌 = Tr(𝜌tar 𝜌𝑇), (2­40)

其中 𝜌𝑇 为经过脉冲序列演化后的末态密度矩阵。
优化过程采用梯度上升策略。在一阶近似下，目标函数关于控制参数的梯度

可以解析计算。以门保真度为例，其关于第𝑚个时间片段中第 𝑘个核自旋 𝛼方向
控制振幅的梯度为𝜕𝐹𝑈𝜕𝑢𝑘𝛼[𝑚] ≈ − 22𝑛 Re [Tr (𝑈†tar𝑈𝑁 ⋯(−𝑖Δ𝑡 𝜎𝑘𝛼)𝑈𝑚⋯𝑈1)] , (2­41)

其中 𝛼 = 𝑥, 𝑦。每次迭代中，控制参数沿梯度方向更新：𝑢𝑘𝛼[𝑚] ← 𝑢𝑘𝛼[𝑚] + 𝜀 𝜕𝐹𝑈𝜕𝑢𝑘𝛼[𝑚], (2­42)

其中 𝜀为步长参数。通过反复迭代，目标函数逐步提升，直至达到预设的保真度阈
值。

GRAPE算法在 NMR量子计算中具有广泛的应用。它不仅可以用于设计高保

真度的量子门操作，还可以直接优化从初态到目标末态的整个演化过程，包括赝纯

态制备、特定量子态的生成等。在本论文后续章节的实验中，GRAPE优化脉冲被

大量用于实现各种量子操作，其典型保真度可达 99%以上 [123]。GRAPE脉冲的另

一个重要优势在于，它在优化过程中自然地考虑了系统内部哈密顿量的影响（包

括化学位移和 𝐽耦合），因此能够在较短的总脉冲时间内实现高保真度的操作，有
效减少退相干效应带来的误差。

2.4 NMR的测量与信号读取

NMR量子计算中的测量机制与其他量子计算平台有着本质的区别 [99]。由于

NMR实验操控的是由大量全同分子组成的宏观系综，其测量结果反映的是系综中

所有分子的统计平均行为，而非对单个量子系统的投影测量。这种系综平均测量

虽然在某些方面构成了限制，但也为特定类型的量子信息处理任务提供了独特的

便利，尤其是在散射线路和 DQC1模型的实现中（详见第 2.5节）。
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2.4.1 自由感应衰减信号与傅里叶变换

NMR 实验样品并非单个孤立的分子，而是由大量全同分子组成的系综体系。

因此，NMR 系统所执行的量子态测量并非标准的投影测量，而是系综平均值测

量 [99;118]。当量子计算线路中的所有操作执行完毕后，系统处于某个实验末态 𝜌。
此时，末态核自旋的横向磁化分量会在外磁场 𝐵0的作用下绕 𝑧̂轴进动，同时由于
退相干效应而逐渐衰减，最终恢复到热平衡态。进动的核自旋通过法拉第电磁感

应定律在 𝑥­𝑦 平面内的接收线圈中感应出振荡电信号，该信号被称为自由感应衰
减信号（free induction decay, FID）。FID信号经过傅里叶变换等数据处理后，最终

呈现为频域中的实验谱图。根据这些谱图，我们可以恢复出量子末态的密度矩阵

元信息，从而实现量子态测量的目的。下面我们首先对一般 𝑛比特系统的 FID信

号进行定量推导，然后以四比特系统为例详细说明从实验谱线到泡利期望值的完

整提取过程。

2.4.1.1 𝑛比特系统的一般理论
对于一个由 𝑛个核自旋组成的量子系统，其内部哈密顿量为 𝐻int（式 (2­13)），

实验末态为 𝜌，第𝑚个核自旋恢复到热平衡态的横向弛豫衰减因子为 𝜆𝑚 = 1/𝑇𝑚2 。
观测第𝑚个核自旋时，相应的 FID信号可以写成 [99]

𝑆𝑚(𝑡) = 𝐶 Tr(𝑒−𝑖𝐻int𝑡 𝜌 𝑒𝑖𝐻int𝑡 (𝜎𝑚𝑥 − 𝑖𝜎𝑚𝑦 )) 𝑒−𝜆𝑚𝑡, (2­43)

其中 𝐶是与样品分子数、仪器增益等因素相关的比例系数（以下讨论中取 𝐶 = 1），
算符 𝜎𝑚𝑥 − 𝑖𝜎𝑚𝑦 对应于第 𝑚个核自旋的降算符。利用迹的循环性质，上式可以改
写为 𝑆𝑚(𝑡) = Tr(𝜌 𝑒𝑖𝐻int𝑡 (𝜎𝑚𝑥 − 𝑖𝜎𝑚𝑦 ) 𝑒−𝑖𝐻int𝑡) 𝑒−𝜆𝑚𝑡. (2­44)

为了将 FID信号分解为独立的频率分量，我们首先对降算符进行计算基展开。

注意到

𝜎𝑚𝑥 − 𝑖𝜎𝑚𝑦 = 2|1⟩⟨0|𝑚 ⊗ 2𝑛−1−1∑𝑘=0 |𝑏(𝑘, 𝑛 − 1)⟩⟨𝑏(𝑘, 𝑛 − 1)|, (2­45)

其中 |𝑏(𝑘, 𝑛 − 1)⟩表示十进制数 𝑘的 (𝑛 − 1)位二进制表示所对应的计算基态，求
和遍历其余 𝑛 − 1个核自旋的所有 2𝑛−1个计算基态。将此展开代入式 (2­44)，FID
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信号可以分解为 2𝑛−1个独立的频率分量：
𝑆𝑚(𝑡) = 2𝑛−1−1∑𝑘=0 𝑆𝑘𝑚(𝑡). (2­46)

以 𝑚 = 1（即观测第一个核自旋）为例，每个分量对应于其余核自旋处于特定计
算基态 |𝑖2𝑖3 ⋯ 𝑖𝑛⟩的贡献：𝑆𝑘1(𝑡) = 2Tr(𝜌 𝑒𝑖𝐻int𝑡 |1, 𝑖2, 𝑖3, … , 𝑖𝑛⟩⟨0, 𝑖2, 𝑖3, … , 𝑖𝑛| 𝑒−𝑖𝐻int𝑡) 𝑒−𝜆1𝑡. (2­47)

下面推导每个分量的振荡频率。在弱耦合近似下，内部哈密顿量𝐻int（式 (2­13)）

的计算基态即为其本征态。对于态 |1, 𝑖2, 𝑖3, … , 𝑖𝑛⟩，有
𝑒𝑖𝐻int𝑡 |1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛⟩ = exp{𝑖[−𝜋𝜈12 + 𝑛∑𝑙=2 (−1)𝑖𝑙𝜋𝜈𝑙2

− 𝑛∑𝑙=2 (−1)𝑖𝑙𝜋𝐽1𝑙2 + 𝑛∑2≤𝑗<𝑙 (−1)𝑖𝑗+𝑖𝑙𝜋𝐽𝑗𝑙2 ]𝑡} |1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛⟩ ,
(2­48)

类似地，

⟨0, 𝑖2, … , 𝑖𝑛| 𝑒−𝑖𝐻int𝑡 = ⟨0, 𝑖2, … , 𝑖𝑛| exp{−𝑖[𝜋𝜈12 + 𝑛∑𝑙=2 (−1)𝑖𝑙𝜋𝜈𝑙2
+ 𝑛∑𝑙=2 (−1)𝑖𝑙𝜋𝐽1𝑙2 + 𝑛∑2≤𝑗<𝑙 (−1)𝑖𝑗+𝑖𝑙𝜋𝐽𝑗𝑙2 ]𝑡}. (2­49)

将式 (2­48)和式 (2­49)代入式 (2­47)，注意到两个指数因子中 𝜈𝑙（𝑙 ≥ 2）项和 𝐽𝑗𝑙
（2 ≤ 𝑗 < 𝑙）项相互抵消，仅保留与第一个核自旋相关的化学位移项和耦合项，最
终得到

𝑆𝑘1(𝑡) = 2Tr(𝜌 |1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛⟩⟨0, 𝑖2, … , 𝑖𝑛|) ⋅ exp[𝑖(−𝜋𝜈1 − 𝑛∑𝑙=2(−1)𝑖𝑙𝜋𝐽1𝑙)𝑡] ⋅ 𝑒−𝜆1𝑡.
(2­50)

因此，每个频率分量 𝑆𝑘1(𝑡)具有确定的振荡频率
2𝜋Ω𝑘 = −𝜋𝜈1 − 𝑛∑𝑙=2(−1)𝑖𝑙𝜋𝐽1𝑙, (2­51)
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以及确定的复振幅 𝐴𝑘 = 2 ⟨0, 𝑖2, … , 𝑖𝑛|𝜌|1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛⟩. (2­52)

上述结果表明，第一个核自旋的 FID信号被 𝐽耦合劈裂为 2𝑛−1个子峰，每个子峰
对应于其余 𝑛 − 1个核自旋处于特定计算基态 |𝑖2, … , 𝑖𝑛⟩的子空间。每个子峰的频
率由化学位移 𝜈1 和耦合常数 𝐽1𝑙 共同决定，而其复振幅则直接正比于密度矩阵在
相应子空间中的单量子相干元素。对于观测第 𝑚个核自旋的一般情况，只需将上
述推导中的下标 1替换为𝑚即可。
2.4.1.2 傅里叶变换与谱峰结构

FID信号是一个在时域中振荡衰减的复信号。对每个频率分量 𝑆𝑘1(𝑡)进行傅里
叶变换后，在频域中得到一个以吸收型和色散型洛伦兹曲线叠加的谱峰，其中心

频率为 Ω𝑘 [118]。吸收型（实部）和色散型（虚部）信号分别为𝑆𝑅𝑘 (Ω) ∝ 𝜆𝜆2 + (Ω − Ω𝑘)2 ,𝑆𝐼𝑘(Ω) ∝ Ω − Ω𝑘𝜆2 + (Ω − Ω𝑘)2 . (2­53)

NMR实验中观测到的谱图是上述两种信号以一定相位 𝜙叠加的结果：𝑆𝑘(Ω) ∝ 𝐴 cos𝜙 𝑆𝑅𝑘 (Ω) − 𝐴 sin𝜙 𝑆𝐼𝑘(Ω). (2­54)

因此，每个谱峰 𝑆𝑘(Ω)给出以下期望值测量结果：⟨𝑀𝑘𝑥 ⟩ = Tr(𝜌 𝜎1𝑥 ⊗ |𝑖2 ⋯ 𝑖𝑛⟩⟨𝑖2 ⋯ 𝑖𝑛|) = 𝐴 cos𝜙,⟨𝑀𝑘𝑦⟩ = Tr(𝜌 𝜎1𝑦 ⊗ |𝑖2 ⋯ 𝑖𝑛⟩⟨𝑖2 ⋯ 𝑖𝑛|) = 𝐴 sin𝜙. (2­55)

其中 𝐴为谱峰的振幅，𝜙为相位。这意味着，通过拟合每个谱峰的振幅和相位，可
以直接提取出密度矩阵中对应的单量子相干信息。

2.4.1.3 从谱峰到泡利期望值

上述测量算符𝑀𝑘𝑥 和𝑀𝑘𝑦 可以与泡利算符的期望值建立直接联系。注意到投影
算符 |𝑖𝑙⟩⟨𝑖𝑙|可以用泡利算符表示为|0⟩⟨0| = 𝕀 + 𝜎𝑧2 , |1⟩⟨1| = 𝕀 − 𝜎𝑧2 , (2­56)
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即 |𝑖𝑙⟩⟨𝑖𝑙| = (𝕀+(−1)𝑖𝑙𝜎𝑧)/2。将其代入式 (2­55)，通过对不同谱峰的振幅进行适当

的线性组合（求和或求差），即可提取出所有形如 𝜎1𝛼⊗𝑃2⊗𝑃3⊗⋯⊗𝑃𝑛（𝛼 = 𝑥, 𝑦，𝑃𝑙 ∈ {𝕀, 𝜎𝑧}）的泡利算符期望值。
2.4.1.4 四比特系统的详细示例

为了使上述一般理论更加具体和直观，下面以四比特系统为例，详细推导从

实验谱线到泡利期望值的完整过程。这一示例与本论文后续章节中使用的四比特13C标记巴豆酸样品直接对应。
考虑一个四比特系统，标记四个核自旋为 1, 2, 3, 4。以观测第一个核自旋为例，

降算符展开为

𝜎1𝑥 − 𝑖𝜎1𝑦 = 2|1⟩⟨0|1 ⊗ 1∑𝑖2,𝑖3,𝑖4=0 |𝑖2𝑖3𝑖4⟩⟨𝑖2𝑖3𝑖4|. (2­57)

根据式 (2­50)，第一个核自旋的 FID信号被劈裂为 23 = 8个频率分量，每个分量
对应于第 2, 3, 4号核自旋处于特定计算基态 |𝑖2𝑖3𝑖4⟩的子空间。第 𝑘个分量的中心
频率为 2𝜋Ω𝑘 = −𝜋𝜈1 − (−1)𝑖2𝜋𝐽12 − (−1)𝑖3𝜋𝐽13 − (−1)𝑖4𝜋𝐽14, (2­58)

其中 𝑘与 (𝑖2, 𝑖3, 𝑖4)的对应关系由二进制编码确定。
这 8个谱峰的频率位置完全由化学位移 𝜈1和三个耦合常数 𝐽12、𝐽13、𝐽14决定。

每个谱峰对应的测量算符为𝑀𝑖2𝑖3𝑖4𝛼 = 𝜎1𝛼 ⊗ |𝑖2⟩⟨𝑖2| ⊗ |𝑖3⟩⟨𝑖3| ⊗ |𝑖4⟩⟨𝑖4|, 𝛼 = 𝑥, 𝑦. (2­59)

将 8个谱峰按照 (𝑖2, 𝑖3, 𝑖4)的取值列出，并利用式 (2­56)将投影算符展开为泡利算

符，可以建立谱峰振幅与泡利期望值之间的完整对应关系。
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具体而言，8个谱峰对应的测量算符𝑀𝑖2𝑖3𝑖4𝑥 为：𝑀000𝑥 = 𝜎𝑥 ⊗ |0⟩⟨0| ⊗ |0⟩⟨0| ⊗ |0⟩⟨0|,𝑀001𝑥 = 𝜎𝑥 ⊗ |0⟩⟨0| ⊗ |0⟩⟨0| ⊗ |1⟩⟨1|,𝑀010𝑥 = 𝜎𝑥 ⊗ |0⟩⟨0| ⊗ |1⟩⟨1| ⊗ |0⟩⟨0|,𝑀011𝑥 = 𝜎𝑥 ⊗ |0⟩⟨0| ⊗ |1⟩⟨1| ⊗ |1⟩⟨1|,𝑀100𝑥 = 𝜎𝑥 ⊗ |1⟩⟨1| ⊗ |0⟩⟨0| ⊗ |0⟩⟨0|,𝑀101𝑥 = 𝜎𝑥 ⊗ |1⟩⟨1| ⊗ |0⟩⟨0| ⊗ |1⟩⟨1|,𝑀110𝑥 = 𝜎𝑥 ⊗ |1⟩⟨1| ⊗ |1⟩⟨1| ⊗ |0⟩⟨0|,𝑀111𝑥 = 𝜎𝑥 ⊗ |1⟩⟨1| ⊗ |1⟩⟨1| ⊗ |1⟩⟨1|.

(2­60)

𝑀𝑖2𝑖3𝑖4𝑦 的形式完全类似，只需将 𝜎𝑥 替换为 𝜎𝑦。
现在利用式 (2­56)将每个投影算符展开为 (𝕀 ± 𝜎𝑧)/2的形式。以 𝜎𝑥方向为例，

通过对 8个谱峰振幅进行线性组合，可以提取出以下 8个泡利算符的期望值：⟨𝜎𝑥𝕀𝕀𝕀⟩ = ∑𝑖2,𝑖3,𝑖4⟨𝑀𝑖2𝑖3𝑖4𝑥 ⟩,
⟨𝜎𝑥𝜎𝑧𝕀𝕀⟩ = ∑𝑖2,𝑖3,𝑖4(−1)𝑖2⟨𝑀𝑖2𝑖3𝑖4𝑥 ⟩,
⟨𝜎𝑥𝕀𝜎𝑧𝕀⟩ = ∑𝑖2,𝑖3,𝑖4(−1)𝑖3⟨𝑀𝑖2𝑖3𝑖4𝑥 ⟩,
⟨𝜎𝑥𝕀𝕀𝜎𝑧⟩ = ∑𝑖2,𝑖3,𝑖4(−1)𝑖4⟨𝑀𝑖2𝑖3𝑖4𝑥 ⟩,
⟨𝜎𝑥𝜎𝑧𝜎𝑧𝕀⟩ = ∑𝑖2,𝑖3,𝑖4(−1)𝑖2+𝑖3⟨𝑀𝑖2𝑖3𝑖4𝑥 ⟩,
⟨𝜎𝑥𝜎𝑧𝕀𝜎𝑧⟩ = ∑𝑖2,𝑖3,𝑖4(−1)𝑖2+𝑖4⟨𝑀𝑖2𝑖3𝑖4𝑥 ⟩,
⟨𝜎𝑥𝕀𝜎𝑧𝜎𝑧⟩ = ∑𝑖2,𝑖3,𝑖4(−1)𝑖3+𝑖4⟨𝑀𝑖2𝑖3𝑖4𝑥 ⟩,
⟨𝜎𝑥𝜎𝑧𝜎𝑧𝜎𝑧⟩ = ∑𝑖2,𝑖3,𝑖4(−1)𝑖2+𝑖3+𝑖4⟨𝑀𝑖2𝑖3𝑖4𝑥 ⟩.

(2­61)

上述线性组合的系数规律可以简洁地表述为：对于泡利算符 𝜎1𝑥 ⊗𝑃2⊗𝑃3⊗𝑃4（其
中 𝑃𝑙 ∈ {𝕀, 𝜎𝑧}），第 (𝑖2, 𝑖3, 𝑖4) 个谱峰的系数为 ∏4𝑙=2(−1)𝑠𝑙⋅𝑖𝑙，其中当 𝑃𝑙 = 𝜎𝑧 时𝑠𝑙 = 1，当 𝑃𝑙 = 𝕀时 𝑠𝑙 = 0。这正是式 (2­56)展开的直接结果。对 𝜎𝑦 方向完全类
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似，可以得到另外 8个泡利算符 ⟨𝜎𝑦𝑃2𝑃3𝑃4⟩的期望值。
因此，仅通过观测第一个核自旋的 8个劈裂谱峰，即可同时提取出 16个泡利

算符的期望值：⟨𝜎1𝑥 ⊗ 𝑃2 ⊗𝑃3 ⊗𝑃4⟩和 ⟨𝜎1𝑦 ⊗ 𝑃2 ⊗𝑃3 ⊗𝑃4⟩，其中 𝑃𝑙 ∈ {𝕀, 𝜎𝑧}。类
似地，分别观测第 2, 3, 4号核自旋的谱峰，可以提取出以 𝜎𝑚𝑥 或 𝜎𝑚𝑦 为目标核自旋
分量、以 𝕀或 𝜎𝑧 为其余核自旋分量的所有泡利算符期望值。
综上所述，NMR谱图中每个核自旋对应一组由 𝐽耦合劈裂产生的谱峰簇，其

中心频率由化学位移决定，劈裂模式反映了该核自旋与其他核自旋之间的耦合关

系，而每个谱峰的复振幅则直接编码了密度矩阵中对应的单量子相干矩阵元。通

过对谱峰振幅的线性组合，可以系统地提取出各泡利算符的期望值。这种信号结

构使得 NMR谱图成为提取量子态信息的天然工具。

2.4.2 从谱图中提取量子态信息

如上一小节所述，NMR 对第 𝑚 个核自旋的直接测量所获取的是形如 𝜎𝑚𝛼 ⊗𝑃𝑙1 ⊗𝑃𝑙2 ⊗⋯（𝛼 = 𝑥, 𝑦，𝑃𝑙 ∈ {𝕀, 𝜎𝑧}）的泡利算符期望值。更一般地，每个谱峰的
复振幅编码的可观测量可以统一写为 [99]

𝐴𝑘 = ⟨(𝜎𝑚𝑥 − 𝑖𝜎𝑚𝑦 ) ⊗𝑙≠𝑚 Π𝑙𝑖𝑙⟩ , (2­62)

其中 Π𝑙𝑖𝑙 = (𝕀 + (−1)𝑖𝑙𝜎𝑙𝑧)/2为第 𝑙 个核自旋在计算基态 |𝑖𝑙⟩上的投影算符。因此，
NMR可以直接测量的可观测量集合为：目标核自旋取 𝜎𝑥 或 𝜎𝑦，其余核自旋取 𝜎𝑧
或 𝕀的所有单量子相干算符。
然而，NMR无法直接测量纵向磁化分量 ⟨𝜎𝑧⟩，因为 𝜎𝑧 方向的磁化不会在接

收线圈中感应出信号。为获取 ⟨𝜎𝑧⟩的信息，需要在信号采集之前施加一个额外的𝜋/2读出脉冲（readout pulse），将纵向磁化转换为横向磁化后再进行测量。例如，

对第 𝑚个核自旋施加 𝑅𝑚𝑦 (𝜋/2)脉冲，可将 𝜎𝑚𝑧 转换为 𝜎𝑚𝑥 ，从而通过测量转换后
的 ⟨𝜎𝑚𝑥 ⟩来间接获得原始的 ⟨𝜎𝑚𝑧 ⟩。更一般地，通过对不同核自旋施加不同的读出脉
冲组合，可以将各种泡利算符分量转换为可直接观测的横向磁化。

单单通过 NMR 可直接观测的算符还不能对一个未知的量子态进行完整的态

重构，因为上述结论只能对未知量子态中的一阶相干项进行测量，无法对高阶相干

项进行观测。例如，在四比特系统中，二阶相干项 𝜎𝑥𝜎𝑥𝕀𝕀不会产生实验信号。一个
解决途径是通过观测脉冲将高阶相干项转换成一阶项再进行间接测量。例如，二

阶相干项 𝜎𝑥𝜎𝑥𝕀𝕀在旋转操作 𝑅2𝑦(−𝜋/2)的作用下会变成一阶项 𝜎𝑥𝜎𝑧𝕀𝕀，后者可以
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直接从谱峰中读取。因此，通过一定的观测脉冲集合可以完全实现对未知量子态

的量子态重构 [124]。

对于 𝑛比特系统，密度矩阵可以展开为 4𝑛个泡利基算符的线性组合，完整的
量子态层析需要测量所有这些泡利算符的期望值。在 NMR中，这通常通过在信号

采集前施加不同的读出脉冲序列来实现，每组读出脉冲将不同的泡利算符分量转

换为可直接观测的横向磁化。值得注意的是，由于每次测量可以同时获取多个核

自旋的谱峰信息，且每个核自旋的谱峰又包含 2𝑛−1个劈裂峰，因此单次实验即可
同时提取多个泡利算符的期望值，这使得 NMR 的量子态层析效率远高于逐一测

量单个可观测量的方案。对于特定的量子系统，究竟需要多少观测脉冲才能实现

未知量子态的量子态重构，是一个优化问题。2002年 Lee等人基于核磁共振测量

原理给出了量子态重构的方法 [124]，2017年 Li等人给出了核磁共振系统做量子态

重构所需要最少的观测脉冲个数 [124]。

2.4.3 密度矩阵对角元素的读取

在本论文后续章节的实验中，一个频繁出现的测量任务是提取密度矩阵的对

角元素，即各计算基态的布居数。这些对角元素可以表示为一组特定泡利算符期

望值的线性组合。

对于 𝑛比特系统，密度矩阵的第 𝑘 个对角元素 𝜌𝑘𝑘 = ⟨𝑘|𝜌|𝑘⟩（其中 |𝑘⟩为计
算基态）可以写为

𝜌𝑘𝑘 = 12𝑛 ∑{𝑠𝑖}
𝑛∏𝑖=1(−1)𝑘𝑖⋅𝑠𝑖 ⟨⊗𝑛𝑖=1𝜎𝑖𝑠𝑖⟩ , (2­63)

其中求和遍历所有 𝑠𝑖 ∈ {0, 𝑧}的组合（𝜎0 = 𝕀，𝜎𝑧 为泡利 𝑍矩阵），𝑘𝑖 为 |𝑘⟩的第 𝑖
个比特值。这意味着，只需测量所有形如 𝜎𝑖1𝑧 𝜎𝑖2𝑧 ⋯的泡利 𝑍串算符的期望值，即
可完整重构密度矩阵的对角部分。对于 𝑛 比特系统，共有 2𝑛 个这样的 𝑍 串算符
（包括单位算符 𝕀⊗𝑛）。

在 NMR实验中，这些 𝑍 串期望值可以通过分析不同核自旋谱峰的劈裂模式
来提取。如第 2.4.2 小节所述，NMR 直接测量的可观测量为目标核自旋取 𝜎𝑥 或𝜎𝑦、其余核自旋取 𝜎𝑧 或 𝕀的单量子相干算符。为了将 𝑍串算符转换为可直接测量
的形式，需要对目标核自旋施加 𝜋/2读出脉冲。具体而言，对第𝑚个核自旋施加𝑅𝑚𝑦 (𝜋/2)读出脉冲后，原本包含 𝜎𝑚𝑧 的 𝑍 串算符被转换为包含 𝜎𝑚𝑥 的单量子相干
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算符，从而可以通过谱峰分析直接读取。

一个关键的实验优势在于：对第 𝑚个核自旋施加读出脉冲后的单次测量，不
仅可以获得 ⟨𝜎𝑚𝑧 ⟩，还可以同时获得所有包含 𝜎𝑚𝑧 的 𝑍串算符的期望值，如 ⟨𝜎𝑚𝑧 𝜎𝑙𝑧⟩、⟨𝜎𝑚𝑧 𝜎𝑙𝑧𝜎𝑝𝑧 ⟩ 等。这是因为这些信息分别编码在第 𝑚 个核自旋的不同劈裂峰中。因
此，对于 𝑛比特系统，仅需 𝑛次读出实验（每次对一个不同的核自旋施加读出脉
冲），即可获取重构全部 2𝑛 个对角元素所需的所有 𝑍串期望值 [99;124­125]。这种高

效的对角元素读取方案在本论文第三章和第五章的实验中被广泛采用。

2.4.4 弛豫与退相干

在实际的 NMR实验中，核自旋系统不可避免地与周围环境发生相互作用，导

致量子态的信息随时间逐渐丧失。这一过程被称为弛豫（relaxation），是限制 NMR

量子计算操作时间和保真度的主要因素 [99;118]。弛豫过程可以分为两种基本类型：

纵向弛豫（longitudinal relaxation）和横向弛豫（transverse relaxation）。

纵向弛豫描述的是核自旋系综的纵向磁化分量 ⟨𝜎𝑧⟩从非平衡值恢复到热平衡
值的过程，其特征时间常数为 𝑇1，也称为自旋­晶格弛豫时间（spin­lattice relaxation

time）。𝑇1弛豫的物理机制是核自旋与周围分子环境（“晶格”）之间的能量交换，主

要由分子运动调制的偶极­偶极相互作用所驱动。在液态 NMR中，𝑇1 通常在秒到
数十秒的量级。

横向弛豫描述的是核自旋系综的横向磁化分量 ⟨𝜎𝑥⟩ 和 ⟨𝜎𝑦⟩ 衰减至零的过程，
其特征时间常数为 𝑇2，也称为自旋­自旋弛豫时间（spin­spin relaxation time）。𝑇2弛
豫的物理机制包括两个方面：一是与 𝑇1弛豫相同的能量交换过程（因此 𝑇2 ≤ 𝑇1）；
二是核自旋之间局域磁场的随机涨落导致的相位失散（dephasing），后者不涉及能

量交换，但会破坏核自旋之间的相位相干性。在液态 NMR中，𝑇2通常在百毫秒到
数秒的量级。

此外，在实际实验中还存在由外磁场 𝐵0的空间不均匀性引起的非均匀展宽效
应，其对应的有效横向弛豫时间记为 𝑇∗2，满足 𝑇∗2 ≤ 𝑇2。𝑇∗2 决定了 FID信号的实

际衰减速率和谱线的观测线宽。通过自旋回波（spin echo）技术可以消除 𝐵0不均
匀性的影响，从而测量真实的 𝑇2。
对于 NMR量子计算而言，𝑇2是最关键的弛豫参数，因为量子门操作和信号读

取过程中的量子信息主要编码在横向磁化（即单量子相干元素）中。实验中所有量

子操作的总时长必须远小于 𝑇2，否则退相干效应将严重降低操作保真度和信号质
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量。在本论文使用的 13C标记巴豆酸样品中，𝑇2约为 1秒量级，而典型的 GRAPE

优化脉冲时长仅为数十毫秒，因此退相干效应对实验结果的影响较为有限。

2.5 NMR体系与散射线路及 DQC1模型的适配性分析

在前几节中，我们系统介绍了 NMR量子信息处理的物理基础与实验技术。本

节将从实验适配性的角度出发，分析 NMR体系在实现两类重要量子线路——散

射线路与 DQC1线路——方面所具有的独特优势。这两类线路是本论文后续实验

工作的核心框架。

2.5.1 散射线路与 NMR系综测量的天然契合

散射线路是一种利用辅助探测比特来提取目标量子系统信息的量子线路结

构 [125­126]。其基本构型如图 2­4 所示：一个探测比特（probe qubit）被初始化为

已知态，通过受控幺正操作（controlled­𝑈）与目标系统发生相互作用，随后对探测
比特进行测量。通过改变受控操作中的幺正算符 𝑈以及探测比特的初态和测量基，
可以提取目标系统的各种物理信息。

|0⟩⟨0|

!

H

"

⟨"!⟩

Figure 2­4 散射线路的基本结构。探测比特经 Hadamard门后，通过受控­𝑈操作与目标系统耦合，
最后对探测比特进行泡利测量以提取目标系统的信息。

散射线路的一个核心特征是：所有需要提取的信息最终都编码在探测比特的

密度矩阵中，特别是其非对角元的相位和振幅上。对探测比特进行泡利 𝜎𝑥 和 𝜎𝑦
测量，即可获得目标幺正算符 𝑈的归一化迹的实部和虚部：⟨𝜎𝑥⟩ = Re[Tr(𝜌 𝑈)𝑑 ] , ⟨𝜎𝑦⟩ = Im[Tr(𝜌 𝑈)𝑑 ] , (2­64)

其中 𝜌为目标系统的初态，𝑑为目标系统的希尔伯特空间维数。
NMR的系综测量机制与散射线路的测量需求之间存在天然的契合。如第 2.4

节所述，NMR直接测量的是核自旋系综的横向磁化矢量，即泡利算符 𝜎𝑥 和 𝜎𝑦 的
期望值。这恰好是散射线路中对探测比特所需执行的测量。因此，在 NMR中实现
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散射线路时，只需将探测比特编码为样品分子中的一个核自旋，执行完线路操作

后直接采集该核自旋的 FID信号，即可从谱图中读取所需的期望值，无需额外的

测量基变换或后处理步骤。

此外，散射线路中对目标系统的测量要求是非侵扰性的——信息通过探测比

特间接获取，而非直接对目标系统进行投影测量。这一特性与 NMR系综测量的非

破坏性本质高度一致：NMR的信号采集过程不会导致量子态的坍缩（在系综意义

下），因此可以在同一实验中对探测比特进行多次独立的测量，或者通过改变读出

脉冲来测量不同的可观测量。

2.5.2 DQC1模型与 NMR混态初始化的自然匹配

DQC1 模型（详见第五章）是一种仅需极少量子资源的亚通用量子计算模

型 [10;127]。其线路结构与图 2­4 所示的散射线路非常类似，主要区别在于将系统

比特的初态 𝜌替换为最大混态 𝕀2𝑛/2𝑛：整个系统的初态由一个具有非零纯度的探
测比特和 𝑛个处于最大混态的寄存器比特组成：𝜌in = 𝜌𝑐 ⊗ 𝕀2𝑛2𝑛 , (2­65)

其中 𝜌𝑐 = (1 + 𝛼𝜎𝑧)/2为探测比特的初态，𝛼为其极化度。
这一初态结构与 NMR 系统的热平衡态具有惊人的相似性。回顾式 (2­18)，

NMR的热平衡态在高温近似下可以写为

𝜌th ≈ 12𝑛 (𝕀⊗𝑛 +∑𝑖 𝜖𝑖𝜎𝑖𝑧) . (2­66)

如果我们选取其中一个核自旋作为探测比特，并通过梯度场脉冲将其余核自旋的

极化完全消除（即将它们制备为最大混态），则系统的状态自然地变为𝜌 = 12 (𝕀 + 𝜖𝑐 𝜎𝑧) ⊗ 𝕀2𝑛−12𝑛−1 , (2­67)

这正是 DQC1模型所要求的初态形式。换言之，NMR系统无需进行复杂的赝纯态

制备，仅通过简单的梯度场操作即可直接实现 DQC1的初态——一个具有微小极

化度的探测比特加上处于最大混态的寄存器。

这一特性使得NMR成为实现DQC1方案的理想平台 [100;126]。在其他量子计算

平台中，制备大量处于最大混态的量子比特反而是一个非平凡的任务，而在 NMR
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中这却是系统的自然状态。更进一步，DQC1模型中对探测比特的测量同样只需要

泡利 𝜎𝑥 和 𝜎𝑦 的期望值，这与 NMR的直接测量能力完全吻合。

2.5.3 本论文实验中使用的 NMR量子处理器

本论文第三、四、五章的实验工作均基于 13C 标记的巴豆酸（crotonic acid,

C4H4O2）分子作为量子处理器 [82;122]。该分子含有四个 13C核自旋，在将 1H去耦
后，这四个 13C核构成一个四比特量子处理器。巴豆酸样品溶解在氘代丙酮（𝑑6­
acetone）中，实验在 Bruker核磁共振谱仪上进行。

在实验过程中，分子中的 1H核自旋通过宽带去耦（broadband decoupling）技

术在整个实验期间被持续去耦 [99]。去耦的物理原理是：在 1H的共振频率处持续
施加射频辐照，使 1H核自旋在 |0⟩和 |1⟩态之间快速翻转，从而使 13C与 1H之间
的异核 𝐽耦合在时间平均下趋于零。去耦后，13C核自旋的谱线不再受 1H耦合的
劈裂影响，谱图得到显著简化，同时信噪比也因谱线合并而提高。此外，样品中的

溶剂采用氘代丙酮（𝑑6­acetone），其中氘核（2H）的旋磁比远小于 1H，不会对 13C
的谱线产生显著影响，同时氘核信号还可用作磁场锁定（field lock）的参考，以维

持外磁场的长期稳定性。

四个 13C核自旋的化学位移各不相同，在弱耦合近似下可以被清晰地分辨和
独立操控 [99]。核自旋之间的 𝐽耦合常数已通过实验精确测定，这些参数是 GRAPE

脉冲优化和实验序列设计的基础 [123]。该样品的纵向弛豫时间 𝑇1 约为 10秒量级，

横向弛豫时间 𝑇2约为 1秒量级，为量子操作提供了充足的相干时间窗口。

在第三章和第四章的实验中，样品在 Bruker AVANCE III 600 MHz谱仪上进行

测量；在第五章的 DQC1实验中，则使用 Bruker AVANCE III 300 MHz谱仪。两台

谱仪的主要区别在于外磁场强度不同（分别对应 𝐵0 ≈ 14.1 T和 𝐵0 ≈ 7.0 T），这导
致 13C核自旋的拉莫尔频率和化学位移值有所不同，但量子信息处理的基本原理
和实验流程是一致的。

2.6 本章小结

本章系统介绍了核磁共振量子信息处理的物理基础与关键实验技术。我们从

核自旋与外磁场的相互作用出发，阐述了塞曼效应、化学位移和 𝐽耦合等构成NMR

量子处理器的核心物理机制；随后介绍了梯度磁场脉冲的物理原理及其在消除横
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向相干、构造混合态等方面的广泛作用，并在此基础上讨论了空间平均法如何利

用梯度场从热平衡态出发制备赝纯态；接着介绍了基于射频脉冲和 𝐽 耦合演化的
量子门实现方案，以及 GRAPE脉冲优化算法在提升操作保真度方面的关键作用；

进而详细阐述了 NMR系综测量的物理机制，包括 FID信号的数学结构与频率分

量分解、傅里叶变换谱分析、单量子相干元素与谱峰复振幅之间的精确对应关系、

读出脉冲技术以及密度矩阵对角元素的高效提取方案；此外还讨论了弛豫与退相

干过程对 NMR量子计算的影响。最后，我们从实验适配性的角度分析了 NMR体

系在实现散射线路和 DQC1模型方面的独特优势：系综测量天然适配散射线路中

对探测比特的泡利测量需求，而热平衡态的高温混态特性则与 DQC1模型的初态

要求自然吻合。

这些物理基础和实验技术构成了本论文后续实验工作的方法论基础。在接下

来的章节中，我们将基于四比特 13C标记巴豆酸 NMR量子处理器，利用本章介绍

的赝纯态制备、GRAPE脉冲控制和系综测量等技术，开展量子时序关联的探测与

表征（第三章）、量子因果推断的实验验证（第四章）以及基于 DQC1的神经量子

嵌入（第五章）等研究工作。
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量子关联，无论是空间上的还是时间上的，都是量子力学区别于经典理论的

显著特征之一。过去几十年来，对量子空间关联——尤其是量子纠缠——的利用

极大地推动了量子信息科学的发展 [2]。然而，随着对量子系统动力学理解的加深，

人们逐渐认识到：量子系统的非经典性不仅体现在空间维度，也可以体现在时间

维度，这类在时间维度上关联被统称为量子时序关联。量子时序关联源于对量子

系统进行的序贯测量（sequential measurements），不仅对于加深我们对量子物理基

础问题的理解具有重要意义，同时也在一系列序贯信息处理任务中发挥着关键作

用。

对量子时序关联的系统研究最早可追溯至Leggett和Garg提出的Leggett–Garg

不等式（Leggett–Garg inequalities, LGIs）。LGI 建立在两个关键的经典假设之上：

宏观现实主义，即系统在任意时刻都具有确定的物理属性；以及非侵扰测量，即对

系统的测量不会对其后续演化产生影响。在这些假设下，可以推导出一系列关于

不同时刻测量结果之间相关函数的约束关系。量子力学的预测表明，在适当的序

贯测量方案下，量子系统能够违反 LGI，从而揭示出系统在不同时间片之间存在不

可由经典随机过程或宏观现实主义解释的非经典关联 [65;128­129]。随着研究的深入，

人们逐渐认识到量子时序关联并不仅具有基础物理层面的意义，还在多种量子信

息任务中发挥着关键作用。已有工作表明，时间关联可被用于见证量子系统的有

效维数，从而在不依赖空间纠缠的情况下刻画系统的量子复杂性 [68­70]。此外，在

量子计量与时间保持任务中，量子时序关联被证明是决定量子时钟稳定性与精度

的重要资源，其在自主量子时钟和高精度时间基准构建中具有核心地位 [71­73]。

在众多用于验证量子时序关联的方法中，PDM框架因其丰富的物理内涵与简

洁的数学形式而尤为突出 [83;88­90;94;121;130­132]。如图 3­1所示，该框架尝试在统一

的时空描述下刻画量子关联，将来自不同时间片的序贯测量结果组织成一种形式

上类似于密度矩阵的对象，从而使得时间关联能够借鉴空间关联中的分析工具加

以研究。一个尤为关键的特征在于，PDM允许出现负本征值。由于由单一时间片

构造的传统密度矩阵必然是半正定的，这种负性被视为量子时序关联存在的直接

标志，反映了量子系统在不同时刻之间所保留的非经典结构。在这一背景下，一
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个自然的问题随之产生：对于传统量子态的密度矩阵表征，已经发展出成熟而系

统的实验手段，例如量子态层析 [133­134]。然而，对于这种由多个时间片测量结果

共同构成的 PDM，应当如何在实验上实现其测量与构造？

!

PDM

!

"
#(")TC

TC"

"
!! !"

&#$! &%$"

Figure 3­1 PDM是通过在量子信道作用前后对量子系统实施序贯测量来构造的，从而刻画量子
过程中的时间关联（temporal correlation, TC）。（引自文献 [135]）

本章将首先引入 PDM理论框架及其基本性质，并阐明其在刻画量子时序关联

中的核心作用。接着详细介绍我们对于 PDM的测量表征方面的实验研究。我们在

实验上引入辅助比特，通过与辅助探针量子比特的幺正相互作用，并结合后续的

精细投影测量，实现对多时间联合测量统计的有效获取。在实验上，这类测量可

借助所谓的散射线路加以实现，从而在保持较低测量侵扰性的同时，获得足以重

构相关 PDM信息的实验数据。然而，尽管上述方法在概念与实验上为量子时序关

联的表征提供了可行路径，完整的 PDM层析在系统规模和考虑的时刻增加时仍然

面临指数级的实验与计算资源消耗，从而限制了其在多比特、多时间片情形下的

可扩展性。针对这一瓶颈，本章进一步介绍一种无需完整层析的量子时序关联探

测方案。该方法结合了准概率分解与随机测量技术，通过在单一时间片中 “虚拟构

造”PDM，并直接估计其负性，从而实现对量子时序关联的高效验证。

3.1 赝密度矩阵框架

PDM的提出旨在为处理空间和时间关联性提供一个统一的框架。与传统的密

度矩阵相比，PDM引入了时间维度，将其与空间维度视为同等重要。围绕 PDM的

研究已经取得了许多重要成果 [90;136­139]。例如利用量子因果关联为量子通信过程

中的信息传输能力设定了基本限制 [139]，并揭示了量子动力学如何从时间量子纠
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缠中自然涌现 [90]。

3.1.1 PDM表达式

在介绍 PDM之前，我们先简单回顾下量子力学中的传统的密度矩阵。

密度矩阵

密度矩阵的提出是为了用来描述混合态量子系统的物理性质。假设一个量子

系统以概率 𝑝𝑖 处于多个状态 |𝜓𝑖⟩之一，则系统的密度矩阵可以定义为𝜌 =∑𝑖 𝑝𝑖|𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖|, (3­1)

密度矩阵有如下一些性质：

• 厄米性（hermitian）：密度矩阵是一个自伴算符，即 𝜌 = 𝜌†
• 迹为 1：Tr(𝜌)=1，表示系统总概率为 1。

• 半正定性（positive semi­definite）：密度矩阵的所有本征值非负，即 𝜆𝑖 ≥ 0，
其中 𝜆𝑖 是密度矩阵的本征值。
在 Hilbert空间中，𝑛­qubits的泡利算符集合𝜎𝑖 ∈ {𝐼, 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧}⊗𝑛, (3­2)

是一组完备基。因此对于 𝑛­qubits系统的密度矩阵来说，我们也可以同泡利算符的
形式来展开 𝜌 = 𝑎0𝜎0 +∑𝑖≠0 𝑎𝑖𝜎𝑖, (3­3)

其中系数 𝑎𝑖 是实数。由迹为 1的条件 Tr(𝜌) = 1我们可以得到 𝑎0 = 12𝑛。因为对于
所有 𝑖 ≠ 0的 Pauli算子的迹都为 0，所以 𝜎𝑖 的期望值可以表示为⟨𝜎𝑖⟩ = Tr(𝜎𝑖𝜌) = 2𝑛𝑎𝑖. (3­4)

因此系数可以表示为 𝑎𝑖 = 12𝑛 ⟨𝜎𝑖⟩。将该公式代入式 (3­3)中，密度矩阵可以进一步

化简为

𝜌 = 12𝑛 2𝑛−1∑𝑖 ⟨𝜎𝑖⟩𝜎𝑖. (3­5)
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PDM

我们接下来介绍 PDM[83;89]。PDM是传统密度矩阵在时间域上的扩展，它考

虑了时间维度，描述了量子系统在空间和时间上的行为和关联。这里我们先考虑

最简单的情况，𝑛­qubits量子系统在两个时刻下的表示形式，这里我们可以用传统
密度矩阵类似的表示形式，用 Pauli基来展开

𝑅12 = 122𝑛 4𝑛−1∑𝑖1,𝑖2=0⟨𝜎𝑖1, 𝜎𝑖2⟩𝜎𝑖1 ⊗ 𝜎𝑖2. (3­6)

其中 𝜎𝑖𝛼 ∈ {𝐼, 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧}⊗𝑛 是在时刻 𝑡𝛼, 𝛼 = 1, 2的 𝑛­qubit泡利矩阵，⟨𝜎𝑖1, 𝜎𝑖2⟩表
示的是 𝑡1 时刻下的观测量 𝜎𝑖1 和 𝑡2 时刻下的观测量 𝜎𝑖2 乘积的期望值。值得注意
的是，当我们把某一时刻进行偏迹操作（partial trace），例如 𝜌1 = Tr2𝑅12，我们会
得到 𝑡1 时刻下密度矩阵的信息。这说明 PDM引入时空维度的情况下依然保留了

每个时刻的空间域信息，这表明了 PDM是一个更加强有力的工具。PDM也遵循

迹为 1的性质，也就是 Tr(𝑅) = 1，因为它被定义为泡利矩阵之和。这里也很容易
看出，若把时刻从两时刻推广到多个时刻𝑚­time，则 PDM可表示为：

𝑅1...𝑚 = 12𝑚𝑛 4𝑛−1∑𝑖1=0 …
4𝑛−1∑𝑖𝑚=0⟨{𝜎̃𝑖𝛼}𝑚𝛼=1⟩

𝑚⨂𝛼=1 𝜎̃𝑖𝛼. (3­7)

其中 𝜎̃𝑖𝛼 是扩展到与𝑚时刻关联的观测量。⨂𝑚𝛼=1 𝜎̃𝑖𝛼 表示的是期望值。
为了进一步说明如何通过 PDM来检测系统的时序关联，我们举一个简单的例

子。我们考虑一个处于状态 |0⟩⟨0|的单量子比特通过一个单位矩阵信道的过程，如
图3­2所示。

<latexit sha1_base64="IfOKDit144a/NW1O1BJq0Z/LcIc=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LLaCp5KUoh4LXjxWMLXQhrLZbtqlm03YnQil9Dd48aCIV3+QN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSqFQdf9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikbZJMM+6zRCa6E1LDpVDcR4GSd1LNaRxK/hiOb+f+4xPXRiTqAScpD2I6VCISjKKV/Cr2vWq/XHFr7gJknXg5qUCOVr/81RskLIu5QiapMV3PTTGYUo2CST4r9TLDU8rGdMi7lioacxNMF8fOyIVVBiRKtC2FZKH+npjS2JhJHNrOmOLIrHpz8T+vm2F0E0yFSjPkii0XRZkkmJD552QgNGcoJ5ZQpoW9lbAR1ZShzadkQ/BWX14n7XrNu6o17uuVZiOPowhncA6X4ME1NOEOWuADAwHP8ApvjnJenHfnY9lacPKZU/gD5/MHvDaN8Q==</latexit>

t1
<latexit sha1_base64="zejrsTLpWb6PNXGZIbBlUd2HXjU=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LLaCp5KUoh4LXjxWMLXQhrLZbtulm03YnQgl9Dd48aCIV3+QN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSKFQdf9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikbeJUM+6zWMa6E1LDpVDcR4GSdxLNaRRK/hhObuf+4xPXRsTqAacJDyI6UmIoGEUr+VXs16v9csWtuQuQdeLlpAI5Wv3yV28QszTiCpmkxnQ9N8EgoxoFk3xW6qWGJ5RN6Ih3LVU04ibIFsfOyIVVBmQYa1sKyUL9PZHRyJhpFNrOiOLYrHpz8T+vm+LwJsiESlLkii0XDVNJMCbzz8lAaM5QTi2hTAt7K2FjqilDm0/JhuCtvrxO2vWad1Vr3NcrzUYeRxHO4BwuwYNraMIdtMAHBgKe4RXeHOW8OO/Ox7K14OQzp/AHzucPvbuN8g==</latexit>

t2

<latexit sha1_base64="wMkXbh0qfFzySrFMSqCaPTnElwg=">AAACAHicbVC7SgNBFL0bXzG+Vi0sbAaDYBV2JahlwMYygnlAdgmzk5tkyOzsMjMrhCSNv2JjoYitn2Hn3zh5FJp44HIP59zLzD1RKrg2nvft5NbWNza38tuFnd29/QP38Kiuk0wxrLFEJKoZUY2CS6wZbgQ2U4U0jgQ2osHt1G88otI8kQ9mmGIY057kXc6osVLbPRkTjwSKyp5AEoh598ak7Ra9kjcDWSX+ghRhgWrb/Qo6CctilIYJqnXL91ITjqgynAmcFIJMY0rZgPawZamkMepwNDtgQs6t0iHdRNmShszU3xsjGms9jCM7GVPT18veVPzPa2WmexOOuEwzg5LNH+pmgpiETNMgHa6QGTG0hDLF7V8J61NFmbGZFWwI/vLJq6R+WfKvSuX7crFSXsSRh1M4gwvw4RoqcAdVqAGDCTzDK7w5T86L8+58zEdzzmLnGP7A+fwBsmeVKA==</latexit>

|0ih0|
<latexit sha1_base64="fmwvDNpj5dpS2WfmfgWbSCMJ/Lw=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsxIUZcFN7qrYB/YDiWTpm1oJjMkd4Qy9C/cuFDErX/jzr8x085CWw8EDufcS849QSyFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZaJEM95kkYx0J6CGS6F4EwVK3ok1p2EgeTuY3GR++4lrIyL1gNOY+yEdKTEUjKKVHnshxXEQpHezfrniVt05yCrxclKBHI1++as3iFgScoVMUmO6nhujn1KNgkk+K/USw2PKJnTEu5YqGnLjp/PEM3JmlQEZRto+hWSu/t5IaWjMNAzsZJbQLHuZ+J/XTXB47adCxQlyxRYfDRNJMCLZ+WQgNGcop5ZQpoXNStiYasrQllSyJXjLJ6+S1kXVu6zW7muVei2vowgncArn4MEV1OEWGtAEBgqe4RXeHOO8OO/Ox2K04OQ7x/AHzucPrmqQ5A==</latexit>

I

Figure 3­2 在 𝑡1时刻下处于 0态的量子比特，经过一个单位矩阵信道的演化。

保留的非零贡献来自对在信道之前和之后的泡利矩阵乘积的测量，其结果为：⟨𝕀, 𝕀⟩ = ⟨𝜎𝑥, 𝜎𝑥⟩ = ⟨𝜎𝑦, 𝜎𝑦⟩ = ⟨𝜎𝑧, 𝜎𝑧⟩ = ⟨𝕀, 𝜎𝑧⟩ = ⟨𝜎𝑧, 𝕀⟩ = 1. (3­8)
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因此，PDM的表示形式为：

𝑅 = ⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 00 0 12 00 12 0 00 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠
. (3­9)

它的本征值集合为 {0, −12 , 12 , 1}。这表明 PDM可能不是正半定的。此外，当 𝑅 出
现负值时，这暗示了时序关联的存在，因为标准密度矩阵是半正定的，不会出现负

性。

类似于纠缠单调量（entanglement monotones）的情形 [140]，我们可以定义一种

用于刻画时间量子关联的度量，称为因果单调量（causal monotone）𝑓(𝑅) [83]。一
般而言，函数 𝑓(𝑅)需要满足以下几个条件：

(I) 𝑓(𝑅) ≥ 0,
(II) 𝑓(𝑅)在局域基变换下保持不变,
(III) 𝑓(𝑅)在局域操作下不增,
(IV) ∑𝑖 𝑝𝑖𝑓(𝑅𝑖) ≥ 𝑓(∑𝑖 𝑝𝑖𝑅𝑖) .

(3­10)

这里我们可以进一步定义 𝑓(𝑅)作为量子时序关联的测度 [89]

𝑓(𝑅) ∶= ||𝑅||𝑡𝑟 − 1 = Tr√𝑅𝑅† − 1. (3­11)

若 𝑅 具有负性，则 𝑓(𝑅) > 0，表明存在时间关联。负本征值表明该 PDM与多个

时间点的测量相关；而在仅涉及单一时间片的情形中，只会得到一个不含负性的

标准密度矩阵。

3.1.2 PDM封闭形式

在前文中，我们已经通过多时间序贯测量的统计定义引入了 PDM，并阐明

了其作为量子时序关联刻画工具的物理意义。然而，该定义本质上仍然是操作性

（operational）的：PDM的各个矩阵元需要通过对不同时间片观测算符期望值的测

量逐一定义得到。为此，有必要给出 PDM的封闭形式表达。所谓封闭形式，是指将

PDM写成一个显式的算符表达式，使其不再依赖于逐项的测量定义，而可以被视

为一个在扩展希尔伯特空间中自然作用的对象。更重要的是，PDM的封闭形式为
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我们后续的实验表征奠定了直接基础。在后续章节中，利用随机测量方法对 PDM

负性进行高效估计，将直接依赖于这一封闭形式所揭示的结构。

对于两个时刻 𝑡1, 𝑡2 下，𝑛­qubit 量子系统分别接受对一组 Pauli 算符的测量⟨𝜎𝑖1, 𝜎𝑖2⟩，其 PDM可以定义为

𝑅12 = 122𝑛 4𝑛−1∑𝑖1,𝑖2=0⟨𝜎𝑖1, 𝜎𝑖2⟩𝜎𝑖1 ⊗ 𝜎𝑖2. (3­12)

不过为尽量降低测量对系统演化的扰动，这里我们可以引入粗粒化测量（Coarse­

grained Measurements）[89]，即在每个时间点引入投影算符𝑃±𝛼 = 𝕀 ± 𝜎𝑖𝛼2 , 𝛼 = 1, 2, (3­13)

其中 𝑖𝛼 里的 𝛼表示的是测量的时刻。该测量方式在确定期望值的同时，对系统引
入的反作用最小。为了将这一操作性定义转化为一个与动力学过程直接相关的算

符表达式，我们引入 completely positive and trace preserving (CPTP) 信道ℳ2|1 的
Choi–Jamiołkowski（CJ）矩阵𝑀12 =∑𝑖,𝑗 |𝑖⟩⟨𝑗|𝑇 ⊗ℳ2|1(|𝑖⟩⟨𝑗|), (3­14)

其中上标 𝑇表示转置。接着将信道ℳ2|1 作用到测量之间，PDM中期望值直积形

式可以被表示为⟨𝜎𝑖1, 𝜎𝑖2⟩ = Tr[𝑀12(𝑃1+𝜌1𝑃1+ ⊗ 𝜎𝑖2)] − Tr[𝑀12(𝑃1−𝜌1𝑃1− ⊗ 𝜎𝑖2)] . (3­15)

可以直接计算得到𝑃1+𝜌1𝑃1+ − 𝑃1−𝜌1𝑃1− = 𝕀 + 𝜎𝑖12 𝜌1 𝕀 + 𝜎𝑖12 − 𝕀 − 𝜎𝑖12 𝜌1 𝕀 − 𝜎𝑖12= 12(𝜌1𝜎𝑖1 + 𝜎𝑖1𝜌1). (3­16)

将式子(3­16)带入到式子(3­15)，可得⟨𝜎𝑖1, 𝜎𝑖2⟩ = Tr[12𝑀12(𝜌1𝜎𝑖1 + 𝜎𝑖1𝜌1) ⊗ 𝜎𝑖2]= Tr[12(𝑀12𝜌1 ⊗ 𝕀2 + 𝜌1 ⊗ 𝕀2 𝑀12) 𝜎𝑖1 ⊗ 𝜎𝑖2]≡ Tr[𝑅12 𝜎𝑖1 ⊗ 𝜎𝑖2] .
(3­17)

51



CHAPTER 3 基于赝密度矩阵的时序关联探测与表征

其中在第二个等号处使用了迹运算得循环不变性。最终，利用 CJ表示，可以将两

时刻 PDM写成一个极为紧凑的封闭形式。在上述粗粒化测量方案下，两时刻 n比

特 PDM可以表示为𝑅12 = 12(𝑀12 𝜌 + 𝜌𝑀12), 𝜌 ∶= 𝜌1 ⊗ 𝕀2. (3­18)

由于本文只涉及到两时刻的 PDM封闭形式，因此对于多时刻的描述，本文将不多

赘述。

3.2 散射线路测量 PDM

蕴含时间关联信息的 PDM被定义出来后，接下来有个关键的问题是：我们怎

么在实验上去探测构造这样的 PDM呢？从 PDM的定义可以看出，其构造的关键

在于对不同时间片上观测算符的联合期望值 ⟨𝜎𝑖1, 𝜎𝑖2⟩进行精确测量。然而，这一
过程在实验实现上面临着一个根本性挑战：若采用传统的测量方案，依次对系统

在第一个时刻和第二个时刻进行投影测量，则第一次测量所引入的量子态坍塌不

可避免地会对系统的后续演化产生显著扰动，从而在一定程度上会破坏系统的完

整性。此外，传统测量方法在实验层面同样面临较高的复杂度。

针对上述问题，本节将介绍一种基于散射线路的测量方案。我们通过散射线

路，在实验上实现了 PDM的构造与表征。该方法通过引入辅助探针量子比特，并

利用系统—探针之间的幺正相互作用，将多时刻的测量信息间接映射至探针的测

量结果之中，从而在尽量降低对系统扰动、同时显著简化实验操作的条件下，实现

对涉及多个时间片的 PDM的实验测量与重构。

3.2.1 散射线路

为了在实验上表征 PDM，需要获取同一量子系统在不同时间片上的联合测量

统计。然而，直接对系统在不同时刻实施投影测量通常会引入不可避免的测量扰

动，从而破坏系统的后续演化。为克服这一困难，一类基于辅助探针的粗粒化投影

测量方案被提出，其中最具代表性的方法便是散射线路（scattering circuit）。散射

线路最早由 Miquel等人提出 [125]。其核心思想是引入一个辅助探针量子比特，通

过对探针与系统施加受控操作（Controlled­𝑈），再对探针比特进行测量，从而间接
获取系统演化过程中的信息。具体而言，通过测量探针比特的期望值，可以得到

系统算符的期望值 Tr(𝜌𝑈)。近年来，散射线路已被广泛应用于多种量子信息处理
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任务中，例如非时序关联函数（out­of­time­ordered correlator, OTOC）的测量、拓

扑序与量子态探测等 [125;141­143]。在 NMR等系综量子平台中，散射线路尤其具有

天然优势：系统与探针之间的相互作用可以通过高保真射频脉冲精确实现，而对

探针比特的测量则直接对应于系综平均意义下的可观测量期望值。

散射线路的基本结构如图 3­3所示。线路中第一个量子比特为辅助比特，通常

称为探针比特，其余部分构成待测系统，记为 𝜌。初始状态被制备为|0⟩⟨0| ⊗ 𝜌.
随后，对探针比特施加 Hadamard门，并在探针与系统之间实施受控 𝑈操作。最终，
通过测量探针比特的 ⟨𝜎𝑥⟩，即可获得系统算符的期望值，其结果等于 Re[Tr(𝜌𝑈)]。

|0⟩⟨0|

!

H

"

⟨"!⟩

Figure 3­3 散射线路示意图。考虑一个辅助比特和系统比特，初始输入态设置为 |0⟩⟨0| ⊗ 𝜌，经
过 Hadamard门和受控 𝑈操作后，测量辅助探针比特的 ⟨𝜎𝑥⟩可以得到 Re[Tr(𝜌𝑈)]。
上述结论可以通过密度矩阵形式直接证明。初态 |0⟩⟨0| ⊗ 𝜌 在演化过程中可

表示为

(𝜌 00 0) 𝐻−→ 12 (𝜌 𝜌𝜌 𝜌) 𝐶−𝑈−−−→ 12 ( 𝜌 𝑈†𝜌𝜌𝑈 𝑈𝜌𝑈†) . (3­19)

对末态中除探针比特以外的系统自由度做偏迹，可得探针比特的约化态为12 ( Tr[𝜌] Tr[𝑈†𝜌]
Tr[𝜌𝑈] Tr[𝑈𝜌𝑈†]) , (3­20)

因此，对探针比特测量 𝜎𝑥 的期望值即可得到⟨𝜎𝑥⟩ = Re[Tr(𝜌𝑈)].
由此可以看出，散射线路的物理机制并不复杂：仅通过测量一个辅助比特，便

可获取任意可实现算符 𝑈在系统态 𝜌下的期望值。进一步地，若将其中的 𝑈替换
为任意观测算符 𝒪，则可直接得到系统在该观测算符下的期望值 Tr(𝜌𝒪)。
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在此基础上，对散射线路稍加改造，便可用于测量量子系统的时间关联函

数 [126;141]。考虑如下形式的时间关联函数⟨𝒪𝑡0𝒪𝑡1⟩,
在海森堡表象下，该量可表示为⟨𝑈†𝑡0𝒪𝑈𝑡0 𝑈†𝑡1𝒪𝑈𝑡1⟩.
该时间关联函数可以通过图 3­4所示的散射线路测量得到。

|0⟩

|$!⟩

H

!

⟨"!⟩
H

%"! %"!
# !%"" %""

#

Figure 3­4 用于测量系统经过 𝑈操作下的时间关联函数 ⟨𝒪𝑡0𝒪𝑡1⟩的散射线路示意图。其中测量
时刻为 𝑡0和 𝑡1。该时间关联函数可通过测量辅助量子比特的期望值 ⟨𝜎𝑧⟩得到。
其证明方式与基本散射线路的推导类似，这里不再赘述。

与直接对系统实施投影测量不同，散射线路实现的是对系统观测算符的间接

测量，从而在保持系统演化连续性的同时，获取所需的关联信息。由于该方法仅

依赖于对探针的测量，因此可以在较低侵扰性的条件下实现多时间联合测量。

3.2.2 实验设置及结果

我们实验上首先考虑通过散射线路测量并构造两时刻的 PDM。为了得到两时

刻 PDM的封闭表达形式，我们采用粗粒化测量来获取两时刻关联函数。我们先证

明，图 3­5所示的量子散射线路能够得到与粗粒化测量完全相同的两时刻关联函

数结果。证明分为以下两个步骤。

首先，我们证明探针量子比特输出端的 𝜎𝑧 期望值 ⟨𝜎𝑧⟩probe等于对应的两时刻
关联函数。如图 3­5所示，探针比特初始处于态 |0⟩，其余三个量子比特处于态 |𝜓⟩。
整体量子态经历如下演化过程：|0⟩ |𝜓⟩ → |+⟩ |𝜓⟩ → 1√2(|0⟩ |𝜓⟩ + |1⟩𝒲 |𝜓⟩→ 1√2(|0⟩ |𝜓⟩ + |1⟩ 𝒱𝒲 |𝜓⟩)→ 12(|0⟩ (𝕀 + 𝒱𝒲) |𝜓⟩ + |1⟩ (𝕀 − 𝒱𝒲) |𝜓⟩), (3­21)
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HHProbe qubit

Figure 3­5 实验中使用的散射量子线路。该线路在幺正演化下测量期望值 ⟨𝜎𝑖 ⊗ 𝜎𝑗, 𝜎𝑘 ⊗ 𝜎𝑙⟩。在
该示例中，幺正演化选取为部分交换操作 𝑒−𝑖𝑆𝜃，其中 𝑆表示 SWAP算符，𝜃 ∈ [0, 2𝜋]。位于𝒲
内部和构成 𝒱的两个受控 Pauli测量共同决定了测量基的选择。

其中𝒲 = 𝑈†𝑉†(𝜎𝑘 ⊗ 𝜎𝑙)𝑉𝑈，𝒱 = 𝜎𝑖 ⊗ 𝜎𝑗。因此，最终探针比特的 𝜎𝑧 期望值为⟨𝜎𝑧⟩probe =14 ⟨𝜓| (2𝕀 + 𝒱𝒲 +𝒲†𝒱†) |𝜓⟩− 14 ⟨𝜓| (2𝕀 − 𝒱𝒲 −𝒲†𝒱†) |𝜓⟩=12 ⟨𝜓| (𝒱𝒲 +𝒲†𝒱†) |𝜓⟩=Tr [(𝜎𝑖 ⊗ 𝜎𝑗)𝑉𝑈𝜌(𝜎𝑘 ⊗ 𝜎𝑙)𝑉†𝑈†]= ⟨𝜎𝑖 ⊗ 𝜎𝑗, 𝜎𝑘 ⊗ 𝜎𝑙⟩ , (3­22)

其中 𝜌 = |𝜓⟩ ⟨𝜓|。（在不引起混淆的情况下，我们有时省略张量积符号。）上述推
导可以直接推广至混态情形。

其次，我们证明式 (3­22)中的 ⟨𝜎𝑧⟩probe 等于通过式 (3­13)所定义的粗粒化测

量得到的两时刻关联函数。具体而言，⟨𝜎𝑖 ⊗ 𝜎𝑗, 𝜎𝑘 ⊗ 𝜎𝑙⟩= ⟨𝑃(𝑖,𝑗)+ − 𝑃(𝑖,𝑗)− , 𝑃(𝑘,𝑙)+ − 𝑃(𝑘,𝑙)− ⟩= ⟨𝑃(𝑖,𝑗)+ , 𝑃(𝑘,𝑙)+ ⟩ + ⟨𝑃(𝑖,𝑗)− , 𝑃(𝑘,𝑙)− ⟩− (⟨𝑃(𝑖,𝑗)− , 𝑃(𝑘,𝑙)+ ⟩ + ⟨𝑃(𝑖,𝑗)+ , 𝑃(𝑘,𝑙)− ⟩). (3­23)

其中，𝑃(𝑖,𝑗)+ = 𝑃𝑖+ ⊗ 𝑃𝑗+ + 𝑃𝑖− ⊗ 𝑃𝑗− 表示投影到 𝜎𝑖 ⊗ 𝜎𝑗 的 +1本征子空间的粗粒化
投影算符，𝑃(𝑖,𝑗)− = 𝑃𝑖− ⊗ 𝑃𝑗+ + 𝑃𝑖+ ⊗ 𝑃𝑗− 表示投影到 −1本征子空间的粗粒化投影算

55



CHAPTER 3 基于赝密度矩阵的时序关联探测与表征

符，𝑃(𝑘,𝑙)± 的定义与之类似。

实验系统表征

我们的实验在 Bruker 600 MHz核磁共振谱仪上完成 [99­100;123;144]，采用溶解在

氘代丙酮（𝑑6­acetone）中的 13C标记巴豆酸分子作为量子模拟器 [122;145­147]。四个

相互耦合的 13C自旋对应于量子模拟器中的四个量子比特。系统的内部动力学由
如下内部哈密顿量描述：

ℋint = 𝜋 4∑𝑖=1 𝜈𝑖𝜎𝑖𝑧 + 𝜋 4∑𝑖<𝑗,=1 𝐽𝑖𝑗2 𝜎𝑖𝑧𝜎𝑗𝑧 , (3­24)

其中 𝜎𝑖𝑧表示第 𝑖个自旋的 Pauli­𝑍矩阵，𝜈𝑖 为化学位移，𝐽𝑖𝑗 为自旋 𝑖与 𝑗之间的标
量耦合强度。四个自旋的具体结构及其参数如图 3­6所示。在该实验中，13C1 作
为探针比特，13C2,4构成系统比特（𝐴与 𝐶），13C3作为辅助比特，用于模拟信道𝒩和ℳ的作用。

1.6 s 1.5 s 1.6 s 1.2 s

2572.4
41.6
1.5
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21925.0
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C4
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Figure 3­6 样品的分子结构及其 NMR参数。伴随表格的对角元素与非对角元素分别给出了化学
位移 𝜈𝑖 和标量耦合强度 𝐽𝑖𝑗。底部列出了纵向与横向弛豫时间 𝑇1,2（单位：秒）。
初始化

实验上，我们先将系统初始化为 𝜌0 = |+⟩ ⟨+| ⊗ 𝜌𝐴 ⊗ |00⟩ ⟨00|，其中 𝜌𝐴 =(1−𝜆)𝕀/2+𝜆 |+⟩ ⟨+|，混态 𝜌𝐴可通过两个单比特门与一个梯度场脉冲来制备，对
应线路如图 3­7中橙色框所示。第一个单比特旋转记作 𝑅𝑦(𝛼)，它将量子比特旋转
到态 √(1 + 𝜆)/2|0⟩ + √(1 − 𝜆)/2|1⟩，其中 𝛼 = arccos√⟨𝜎𝑥⟩2 + ⟨𝜎𝑦⟩2 + ⟨𝜎𝑧⟩2并且⟨𝜎𝑖⟩ = Tr(𝜌𝐴𝜎𝑖)。随后施加梯度场脉冲 Gz，使态发生退相干、去除相干项，并将其

转化为混态 (1−𝜆)𝕀/2+𝜆|0⟩⟨0|，从而获得与目标态 𝜌𝐴相同的纯度。接着施加第二
个单比特旋转 𝑅𝑦(𝜋/2)，将该态演化为 𝜌𝐴。与此同时，对探针比特施加 Hadamard
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门以制备 |+⟩⟨+| [122]。

H

(a) (b)

Gzswap z gradient-field pulse Hadamard gate

DA

BC

SW
AP

SW
AP

HH

Gz

Figure 3­7 （a）线路模型示意图，其中 𝐴表示在上方系统于时刻 1进行的测量，而 𝐵表示在下
方系统于时刻 2进行的测量。（b）在四个自旋上的实验量子线路。线路中的量子门通过单自旋射
频（RF）脉冲与体系内部自旋—自旋耦合的组合来实现。该线路的目标是测量期望值⟨𝜎𝐴𝑖 𝜎𝐶𝑗 , 𝜎𝐷𝑘 𝜎𝐵𝑙 ⟩，其中记号 ⟨𝐸, 𝐹⟩表示在时刻 1对算符 𝐸的测量结果与在时刻 2对算符 𝐹的测量结
果之乘积的期望值。图 (a)中的信道𝒩选取为交换幺正算符 𝑆，而ℳ选取为部分交换操作 𝑒−𝑖𝜃𝑆，
其中参数 𝜃决定交换相互作用的强度。可以从数学上证明，该线路能够给出正确的期望值，其中
C2对应于图 (a)中的上方系统，而 C4对应于下方系统。
我们在 NMR平台上通过所提出的轻扰动（light­touch）来进行 PDM的探测和

构造。该 PDM涉及的时间演化结构可由图 3­7（a）所示线路模型描述。一个量子

系统首先通过信道𝒩 与辅助系统相互作用，随后该辅助系统再通过信道ℳ 与另
一个量子系统相互作用。两个信道均为非平凡信道。此外，我们将不同时刻的量

子系统标记为 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷，且 𝐴与 𝐶 之间不存在相关。为便于实验，我们将这些量
子系统视为量子比特，并将信道设定为𝒩(⋅) = 𝑆(⋅)𝑆† andℳ(⋅) = 𝑒−𝑖𝜃𝑆(⋅)𝑒𝑖𝜃𝑆, (3­25)

其中 𝑆为 SWAP算符 𝑆 = |00⟩ ⟨00| + |10⟩ ⟨01| + |01⟩ ⟨10| + |11⟩ ⟨11|，𝜃为可调参
数，当 𝜃 = 0, 𝜋时，信道ℳ为单位矩阵 𝕀，当 𝜃 = 𝜋/2，信道ℳ为 SWAP门。初

始态取为 𝜌𝐴𝐶 = [𝜆 |+⟩ ⟨+| + (1 − 𝜆)𝕀/2] ⊗ |0⟩ ⟨0| . (3­26)

这里 𝜆表示 𝐴的极化度。
我们实验构造 PDM 𝑅𝐴𝐵 依赖于对期望值 ⟨𝜎𝐴𝑖 , 𝜎𝐵𝑗 ⟩的粗粒化测量。为尽可能减

小测量过程对系统造成的扰动，我们引入量子散射线路 [125;142]（如图 3­5所示）来

获得期望值 ⟨𝜎𝐴𝑖 , 𝜎𝐵𝑗 ⟩。该线路包含一个与量子系统相互作用的探针比特。通过对 𝐶
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与 𝐷不施加操作并测量探针比特，可得到⟨𝜎𝑧⟩probe = ⟨𝜎𝐴𝑖 , 𝜎𝐵𝑗 ⟩ ∶= ⟨𝜎𝐴𝑖 𝕀𝐶, 𝕀𝐷𝜎𝐵𝑗 ⟩. (3­27)

因此，可通过测量探针比特获得 ⟨𝜎𝐴𝑖 , 𝜎𝐵𝑗 ⟩，从而避免对目标量子系统进行重复的直
接测量。

幺正演化

实验线路被设计用于在四比特系统上实现幺正算符𝒰c = |0⟩⟨0|⊗𝕀+ |1⟩⟨1|⊗𝒱𝒲。幺正算符 𝒱与𝒲的具体形式由量子信道𝒩与ℳ，以及我们希望测量的时
间关联函数 ⟨𝜎𝐴𝑖 , 𝜎𝐵𝑙 ⟩共同决定。令 𝑈𝒩 与 𝑈ℳ 分别为当𝒩 与ℳ 为幺正信道时对
应的幺正实现。在图 3­7中，实验线路被具体设计为获取 ⟨𝜎𝐴𝑖 𝜎𝐶𝑗 , 𝜎𝐷𝑘 𝜎𝐵𝑙 ⟩。对于该组
Pauli算符的选择，有𝒲 = (𝑈ℳ𝑈𝒩)†𝜎𝑘𝜎𝑙(𝑈ℳ𝑈𝒩), 𝒱 = 𝜎𝑖𝜎𝑗.
为了获得 ⟨𝜎𝐴𝑖 , 𝜎𝐵𝑙 ⟩，只需令 𝜎𝐶 = 𝜎𝐷 = 𝕀。所有单比特旋转与双比特门均为基础量
子操作，原则上可在大多数物理体系中实现。对 NMR实验而言，我们进一步通过

基于梯度的优化方法设计整形脉冲以提升控制精度 [123]。

实验结果读出

上述演化结束后，期望值 ⟨𝜎𝐴𝑖 𝜎𝐶𝑗 , 𝜎𝐷𝑘 𝜎𝐵𝑙 ⟩被编码在探针比特的相干项中。随后
施加一个 Hadamard门，即可通过测量探针比特的 ⟨𝜎𝑧⟩直接提取对应的 PDM元素。

由此我们能够构造 PDM 𝑅𝐴𝐶𝐷𝐵；当选择期望值 ⟨𝜎𝐴𝑖 , 𝜎𝐵𝑙 ⟩时，还可得到约化的 PDM𝑅𝐴𝐵。为了构造 𝑅𝐴𝐵 与 𝑅𝐴𝐶𝐷𝐵，实验分别重复 16次与 256次；每次实验都需更新

一次与特定矩阵元素相对应的 𝒰c。

为了实验验证我们 PDM测量的正确性，我们通过散射线路采集了足够的实验

数据以重构完整的 PDM 𝑅𝐴𝐶𝐷𝐵。我们对 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷上所有 Pauli算符的完整集合测

量了探针比特的 𝜎𝑧 期望值 ⟨𝜎𝑧⟩probe。作为自由参数的非极端代表性取值，我们任
意选择了 𝜆 = 0.9与 𝜃 = 3𝜋/8。这些数据使我们能够构造实验得到的 PDM 𝑅𝐴𝐶𝐷𝐵，
如图 3­8所示。实验结果与理论预测之间表现出高度一致性。
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Figure 3­8 在 𝜆 = 0.9且 𝜃 = 3𝜋/8条件下得到的完整 PDM 𝑅𝐴𝐶𝐷𝐵。实心柱表示理论预测结果，
而带虚线轮廓的彩色柱表示实验测得的数值。

3.3 随机测量高效探测 PDM负性

前文已介绍了利用散射线路实现对 PDM的测量与构造。该方法在一定程度上

可视为一种 PDM的传统测量方案：其基本思想与量子态层析类似，即通过测量一

组 Pauli算符组合的期望值，并将测量结果进行重构，从而获得完整的算符表示。不

同之处在于，PDM所涉及的是跨越多个时间片的关联期望值，而非单一时间片上

的量子态 [83;89;136]。然而，随着系统比特数的增加，此类基于完整重构的方法在量

子与经典资源消耗上均呈指数级增长，使其在多比特情形下难以扩展。与此同时，

当研究目标仅限于某些特定的全局性质（例如 PDM的负性）时，完整层析往往会

引入大量与目标无关的冗余信息，从而导致测量与后处理效率的显著下降 [148­149]。

针对上述问题，我们结合准概率分解 [150­151] 与随机测量技术 [152­154]，提出了

一种无需完整系统表征即可探测量子时序关联的高效探测实验方案。该方案通过

设计特定的量子线路，在单一时间片内对 PDM进行 “虚拟制备”，并借助随机测量

对其负性进行直接推断，如图 3­9(b)所示。值得强调的是，该方案仅需常数数量的

测量基，这使其在依赖系综平均测量的量子平台中尤为适用，如图 3­9(c)所示。在

此类平台中，固定测量基下的观测可在热力学意义下的大量系统拷贝上同时完成，
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从而在单次实验运行中直接获得算符的期望值。这一特性使得本方案的运行复杂

度相较于基于投影测量的方案得到指数级降低。鉴于核自旋体系所固有的系综特

性，以及在常温条件下可实现的高保真量子控制，NMR平台成为验证该方案的理

想候选。基于此，我们进一步在 NMR系统中开展了原理性实验，实验结果表明，

通过对系综量子系统实施随机测量，可以高效地探测量子时序关联。下文将围绕

该方案，依次介绍所采用的判据、量子线路设计以及相应估计器的具体构造。
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Figure 3­9 （a）我们提出的方案主要由两个部分组成。首先，利用最大混合态作为输入态 𝜌，并
结合受控 SWAP门以及 Pauli­X基测量，蓝色框所示的量子线路在虚拟意义上制备了 PDM。随后，
如绿色框所示，通过多次相互独立的随机幺正演化以及计算基测量，对 PDM的二阶矩（second
moment）进行估计，从而推断其负性。（c）该方案特别适用于依赖系综平均测量的量子平台。如
图所示，在固定的实验运行时间下，系综平均测量体系中的统计误差不会随系统规模的增加而增

长；相比之下，在采用投影测量的体系中，误差将随 PDM所涉及的量子比特数呈指数级增
长。（引自文献 [135]）

3.3.1 PDM负性判据与二阶矩

PDM 将密度矩阵的概念推广至涉及多个时间片的情形 [83;89]。我们在前面章

节中已经介绍过 PDM 了，这里我们再简单介绍下。在本节，我们将关注两时刻

（2­time）PDM的情形。在不失一般性的前提下，考虑量子过程的输入态与输出态

均为 𝑛比特量子态。设一个 𝑛比特量子系统首先在时刻 𝑡1 接受一个 Pauli可观测

量 𝜎𝑖 ∈ {𝕀, 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧}⊗𝑛 的测量，随后通过一个量子信道，并在时刻 𝑡2接受第二次
Pauli测量 𝜎𝑗。记 ⟨𝜎𝑡1𝑖 𝜎𝑡2𝑗 ⟩为在两个时刻 𝑡1 与 𝑡2 分别测量 Pauli可观测量 𝜎𝑖 与 𝜎𝑗
所得到的期望值乘积。给定所有联合期望值 ⟨𝜎𝑡1𝑖 𝜎𝑡2𝑗 ⟩，两时刻 PDM可以定义为式

子(3­6)所示

𝑅 = 14𝑛 4𝑛−1∑𝑖,𝑗=0⟨𝜎𝑡1𝑖 𝜎𝑡2𝑗 ⟩, 𝜎𝑖 ⊗ 𝜎𝑗.
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在采用粗粒化 Pauli测量的情形下 [89]，PDM的封闭形式表达与文献 [155­157] 中讨论

的所谓规范化时间量子态（canonical quantum state over time）是一致的。PDM是

一个厄米算符且具有单位迹，但其本征值可以为负。PDM的负性可作为量子时序

关联存在的一个充分但非必要条件 [83]。

从直观上看，可以通过对 PDM进行层析重构并检查其是否存在负本征值来判

定量子时序关联。然而，为此获取完整层析信息不仅在信息上是冗余的，而且需

要消耗不切实际的量子与经典资源。定量而言，若输入态与输出态均包含 𝑛个量
子比特，基于 Pauli测量的层析方法需要总计 32𝑛种不同的测量基。进一步地，由
于构造 PDM所需的测量比普通密度矩阵层析更为受限，普通量子态层析的复杂度

下界同样适用于 PDM层析。因此，即便允许对系统的多份拷贝实施高度联合的相

干操作，PDM层析仍需 Ω(24𝑛)次实验运行 [158­159]；若仅允许非相干测量，其样本

复杂度将进一步上升至 Ω(26𝑛) [159]。
为避免对 PDM 进行完整层析测量，本节的核心思想是通过实验上可直接获

取的物理量来判定量子时序关联的存在。受纠缠探测领域相关方法的启发 [160­167]，

可以注意到算符 R的若干矩（moments），尤其是其二阶矩（纯度）Tr(𝑅2)，与 R

的负性之间存在紧密联系。基于这一观察，我们可以通过估计 Tr(𝑅2)来推断 PDM

是否为正半定算符，从而避免完整 PDM层析所带来的指数级资源消耗。

判据 3.1 (PDM负性的充分条件): 给定一个 PDM 𝑅，若其满足
Tr(𝑅2) > 1,

则 𝑅不是正半定的，即必然存在至少一个负本征值。
Proof: 设 {𝜆𝑖}为 𝑅的本征值。由于 Tr(𝑅) = 1，有∑𝑖 𝜆𝑖 = 1,
且

Tr(𝑅2) =∑𝑖 𝜆2𝑖 .
当 𝑅为正半定算符时，对所有 𝑖均有 𝜆𝑖 ≥ 0，此时 Tr(𝑅2)的最大值在 𝑅为纯态时
取得，并满足 Tr(𝑅2) = 1。因此，若 Tr(𝑅2) > 1，则 𝑅至少包含一个负本征值，从
而 𝑅不是正半定算符。 ∎
类似地，还可以证明 √Tr(𝑅2)为 Tr(|𝑅|) = ∑𝑖 |𝜆𝑖|的一个下界，而 Tr(|𝑅|)常
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被用作量子因果关联的单调量 [83]。这一事实进一步表明，通过估计 PDM的低阶

矩即可获得关于其非经典时序关联的重要信息。

为了后续样本复杂度分析的需要，下面证明一个关于 Tr(𝑅2)上界的引理。
Lemma 3.1: 对于任意量子信道 𝒞 ∶ ℋ𝑑 → ℋ𝑑 以及任意输入态 𝜌 ∈ 𝐷(ℋ𝑑)，对应
的两时刻 PDM满足 Tr(𝑅2) ≤ 𝒪(𝑑)，其中等号在 𝒞为幺正信道且 𝜌为纯态时取得。
Proof: 首先可以证明 Tr(𝑅2) = Tr[(𝑅T1)2] ,其中𝑅T1 = 12 (ΛT1𝒞 (𝜌 ⊗ 𝕀) + (𝜌 ⊗ 𝕀)ΛT1𝒞 ) ,
T1表示对与 𝜌相关的指标进行部分转置。根据 Choi–Jamiołkowski同构，ΛT1𝒞 为半
正定矩阵。

对 ΛT1𝒞 与 𝜌⊗𝕀分别作谱分解：ΛT1𝒞 = 𝑈1Σ1𝑈†1, 𝜌⊗𝕀 = 𝑈2Σ2𝑈†2 ,其中 Σ1, Σ2
为正半定对角矩阵。由此可得

Tr(𝑅2) = 12[Tr(𝑈1Σ1𝑈†1𝑈2Σ2𝑈†2𝑈1Σ1𝑈†1𝑈2Σ2𝑈†2) + Tr(𝑈1Σ21𝑈†1𝑈2Σ22𝑈†2)].
定义 𝑉 = 𝑈†1𝑈2，则有

Tr(𝑅2) = 12[Tr(Σ1𝑉Σ2𝑉†Σ1𝑉Σ2𝑉†) + Tr(Σ21𝑉Σ22𝑉†)].
进一步定义 𝐵 = 𝑉Σ2𝑉†，上述表达式可化简为

Tr(𝑅2) = 12[Tr(Σ1𝐵Σ1𝐵) + Tr(Σ21𝐵2)].
接下来证明 Tr(𝑅2)关于 Σ1为凸函数。我们先展开矩阵Σ1 =∑𝑖 𝜆𝑖 |𝑖⟩⟨𝑖| , 𝐵 =∑𝑖,𝑗 𝑏𝑖,𝑗 |𝑖⟩⟨𝑗| .

然后

𝑓(Σ1) = Tr(𝑅2) = 12 (∑𝑖,𝑗 𝜆𝑖𝑏𝑖,𝑗𝜆𝑗𝑏𝑗,𝑖 +∑𝑖,𝑗 𝜆2𝑖 𝑏𝑖,𝑗𝑏𝑗,𝑖) = 12∑𝑖,𝑗 𝑏𝑖,𝑗𝑏𝑗,𝑖(𝜆2𝑖 + 𝜆𝑖𝜆𝑗).
(3­28)

定义 𝑋 = ∑𝑖 𝑥𝑖 |𝑖⟩⟨𝑖|，𝑌 = ∑𝑗 𝑥𝑗 |𝑗⟩⟨𝑗|其中 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 ≥ 0。则有𝑓(𝜃𝑋+(1−𝜃)𝑌) = 12∑𝑖,𝑗 𝑏𝑖,𝑗𝑏𝑗,𝑖 [(𝜃𝑥𝑖 + (1 − 𝜃)𝑦𝑖)2 + (𝜃𝑥𝑖 + (1 − 𝜃)𝑦𝑖)(𝜃𝑥𝑗 + (1 − 𝜃)𝑦𝑗)]
(3­29)
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以及𝜃𝑓(𝑋) + (1 − 𝜃)𝑓(𝑌) = 12∑𝑖,𝑗 𝑏𝑖,𝑗𝑏𝑗,𝑖 (𝜃𝑥2𝑖 + 𝜃𝑥𝑖𝑥𝑗 + (1 − 𝜃)𝑦2𝑖 + (1 − 𝜃)𝑦𝑖𝑦𝑗) .
(3­30)

二者之差为12𝜃(1 − 𝜃)∑𝑖,𝑗 𝑏𝑖,𝑗𝑏𝑗,𝑖[(𝑥2𝑖 + 𝑥𝑖𝑥𝑗 + 𝑦2𝑖 + 𝑦𝑖𝑦𝑗) − (2𝑥𝑖𝑦𝑖 + 𝑥𝑖𝑦𝑗 + 𝑥𝑗𝑦𝑖)]=12𝜃(1 − 𝜃)∑𝑖,𝑗 𝑏𝑖,𝑗𝑏𝑗,𝑖[(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)2 + (𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)]=14𝜃(1 − 𝜃)∑𝑖,𝑗 𝑏𝑖,𝑗𝑏𝑗,𝑖[(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)2 + 2(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗) + (𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)2]=14𝜃(1 − 𝜃)∑𝑖,𝑗 𝑏𝑖,𝑗𝑏𝑗,𝑖[(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖) + (𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)]2 ≥ 0.
(3­31)

这表明 Tr(𝑅2)关于 Σ1 为凸函数。采用同样的思路，可以类似地证明 Tr(𝑅2)关于Σ2 亦为凸函数。由于 Σ1 与 Σ2 分别对应于 ΛT1𝒞 与 𝜌 ⊗ 𝕀的本征值集合，它们分别
至少包含一个与 d个正的非零本征值。因此，凸性意味着 Tr(𝑅2)的最大值在 𝒞为
幺正信道且 𝜌为纯态时取得。
当 𝒞 = 𝒰为幺正信道且 𝜌为纯态时，𝑅T1 可表示为𝑅T1 = 12 (|Ψ𝒰⟩⟨Ψ𝒰| (𝜓 ⊗ 𝕀) + (𝜓⊗ 𝕀) |Ψ𝒰⟩⟨Ψ𝒰|) , (3­32)

其中 |Ψ𝒰⟩是一个 𝑑2维的未归一化纯态，并满足 ⟨Ψ𝒰|Ψ𝒰⟩ = 𝑑。因此有
Tr(𝑅2) = 12 [𝑑 ⟨Ψ𝒰| (𝜓 ⊗ 𝕀) |Ψ𝒰⟩ + ⟨Ψ𝒰| (𝜓 ⊗ 𝕀) |Ψ𝒰⟩2]= 12 [𝑑 Tr(𝑈†𝜓𝑈) + Tr(𝑈†𝜓𝑈)2]= 12(𝑑 + 1) = 𝒪(𝑑).

(3­33)

∎
需要指出的是，上述证明无法直接推广至高阶矩 Tr(𝑅2𝑘)，因为 Tr[(𝑅T1)2𝑘] =

Tr(𝑅2𝑘)仅在 k=1的情形下成立。

3.3.2 单一时刻下虚拟制备 PDM线路

不同于对 PDM 进行层析重构的方法，我们打算采用随机测量（randomized

measurement）方法来估计其二阶矩 Tr(𝑅2)。已有研究表明，量子态的纯度 Tr(𝜌2)
63



CHAPTER 3 基于赝密度矩阵的时序关联探测与表征

可以通过对量子态 𝜌 施加随机幺正演化并进行计算基测量而被高效估计 [152;154]。

然而，相比于传统量子态 𝜌，PDM涉及多个时间片，直接将随机测量技术用于其

矩的估计并非显而易见。

为克服这一困难，我们设计了一种量子线路，在单一时间片内对 PDM 进行

“虚拟制备”，如图 3­9(a)所示。在蓝色框所示的量子线路中，记控制量子比特的测

量结果为 0和 1，其对应的测量概率分别为 𝑝0和 𝑝1，而其余两个寄存器在测量后
的塌缩态分别记为 𝜌0和 𝜌1。我们证明了如下关系式：2𝑛(𝑝0𝜌0 − 𝑝1𝜌1) = 𝑅, (3­34)

其中 𝑅为由输入态 𝜌与量子信道 𝒞所定义的 PDM。接下来我们证明下这个式子如

何成立的。

我们在 3.1节中给出了 PDM的封闭形式𝑅 = 12[Λ𝒞(𝜌 ⊗ 𝕀) + (𝜌 ⊗ 𝕀)Λ𝒞], (3­35)

其中，Λ𝒞 表示信道 𝒞的 Choi–Jamiołkowski（CJ）同构，定义为：Λ𝒞 =∑𝑖,𝑗 |𝑖⟩⟨𝑗| ⊗ 𝒞(|𝑗⟩⟨𝑖|). (3­36)

我们称 Λ𝒞 为信道 𝒞的 CJ矩阵。信道 𝒞对量子态 𝜌的作用等价于：𝒞(𝜌) = Tr1[Λ𝒞(𝜌 ⊗ 𝕀)]. (3­37)

为便于统一我们的分析，我们按照图 3­10所示的张量网络表示方式，对 PDM和Λ𝒞 进行重新表述。PDM 的负性是刻画量子时序关联的关键指标。基于前述判据

𝑅 Λ𝒞
𝜌

Λ𝒞
𝜌

= 1
2
× +

1
2
× 𝒞(𝜌) = Λ𝒞

𝜌
(a) (b)

Figure 3­10 (a)利用密度矩阵 𝜌与 Choi–Jamiołkowski矩阵 Λ𝒞 表示的 PDM的张量网络表示。(b)
信道的作用通过 Choi–Jamiołkowski矩阵来表示。

3.1，可以通过 Tr(𝑅2)来验证 PDM是否具有负性。在此基础上，我们将随机测量技

术与图 3­11所示的量子线路相结合，用于测量算符 𝑅的各阶矩，例如 Tr(𝑅2)。除
构成 PDM的量子信道 𝒞 与输入态 𝜌 之外，该量子线路还引入了一个辅助量子比
特、一个最大混合态、受控 SWAP操作、随机幺正演化，以及末端的计算基测量。
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为了说明该线路能够用于测量 𝑅 的矩，首先需要分析量子态在整个线路作用下的
演化过程。

|+⟩

𝜌

𝕀𝑑
𝑑

𝒞

𝐻

𝑈

① ②
𝑠𝑎

Ԧ𝑠

Figure 3­11 用于测量 PDM矩的线路。

在第一条虚线处，整个状态演化过程为12𝑑 [|0⟩⟨0| ⊗ (𝕀⊗ 𝜌) + |0⟩⟨1| ⊗ (𝕀⊗ 𝜌)𝑆 + |1⟩⟨0| ⊗ 𝑆(𝕀 ⊗ 𝜌) + |1⟩⟨1| ⊗ 𝑆(𝕀 ⊗ 𝜌)𝑆]
= 12𝑑( |0⟩⟨0| ⊗ 𝜌 + |0⟩⟨1| ⊗ 𝜌 + |1⟩⟨0| ⊗ 𝜌

+ |1⟩⟨1| ⊗ 𝜌 )
(3­38)

通道 𝒞作用后，整个状态演化为12𝑑( |0⟩⟨0| ⊗ 𝜌
Λ𝒞 + |0⟩⟨1| ⊗ 𝜌

Λ𝒞 + |1⟩⟨0| ⊗ 𝜌
Λ𝒞

+ |1⟩⟨1| ⊗ 𝜌
Λ𝒞 )

= 12𝑑( |0⟩⟨0| ⊗ 𝒞 𝜌 + |0⟩⟨1| ⊗ Λ𝒞
𝜌 + |1⟩⟨0| ⊗ Λ𝒞

𝜌

+ |1⟩⟨1| ⊗ 𝒞 𝕀𝑑

𝜌 ),
(3­39)

其中灰色虚线代表迹函数。

在线路图第二条虚线处，对控制量子比特在 Pauli­𝑋基下进行测量。定义矩阵𝑄 = 12 [𝕀𝑑 ⊗ 𝒞(𝜌) + 𝜌⊗ 𝒞(𝕀𝑑)] .
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之后把寄存器在 0态和 1态子空间下的塌缩态 𝜌0, 𝜌1按式子(3­34)相减，其结果正

好等于 PDM 𝑅。
3.3.3 随机测量估计二阶矩

完成单一时刻下对 𝑅的 “虚拟”制备后，我们可以应用随机测量来估计其二阶

矩。如图 3­9(a)中绿色框所示，首先从幺正集合 ℰ𝑈 中独立抽取 𝑁𝑈 个随机幺正算
符，并对每一个幺正算符在 𝑁𝑀次相互独立的实验中重复施加。对于每一个幺正算
符 𝑈，实验可获得测量数据 {𝑠𝑖𝑎, 𝑠𝑖}𝑁𝑀𝑖=1，其中 𝑠𝑎与 𝑠分别表示控制量子比特以及其
余两个寄存器的测量结果。随后，利用这些实验数据，根据式 (3­47)构造估计器𝑀̂𝑈2。最终的估计器 𝑀̂2由对 𝑁𝑈 个相互独立构造的 𝑀̂𝑈2 取平均得到。
我们的算法过程总结如下：

Algorithm 3­1 Tr(𝑅2)的估计
Input: 输入态 𝜌，量子信道 𝒞，以及一个至少构成幺正二阶设计（unitary

2­design）的幺正集合 ℰ𝑈。
Output: Tr(𝑅2)的一个无偏估计 𝑀̂2。

1 for 𝑖 = 1 to 𝑁𝑈 do
2 从幺正集合 ℰ𝑈中随机选取一个幺正演化 𝑈;
3 for 𝑗 = 1 to 𝑁𝑀 do
4 运行图 3­9(a)所示量子线路，记录测量结果 𝑠𝑗𝑎和 𝑠𝑗;
5 利用数据 {𝑠𝑗𝑎, 𝑠𝑗}𝑁𝑀𝑗=1及式 (3­47)计算估计器 𝑀̂𝑈2 ;
6 对所有 𝑀̂𝑈2 取平均得到最终估计值 𝑀̂2;
接下来先简要回顾随机幺正算符的一些预备知识。直观而言，Haar测度是定

义在幺正群上的一种 “均匀分布”，其满足如下不变性性质：∫
Haar

𝑓(𝑈) 𝑑𝑈 = ∫
Haar

𝑓(𝑈𝑉) 𝑑𝑈 = ∫
Haar

𝑓(𝑉𝑈) 𝑑𝑈, (3­40)

其中 𝑉为任意幺正算符，𝑓(⋅)为任意函数。
根据 Schur–Weyl对偶性，有Φ𝑡(𝑋) = ∫

Haar
𝑈⊗𝑡𝑋𝑈†⊗𝑡 𝑑𝑈 = ∑𝜋,𝜏∈𝒮𝑡 𝐶𝜋,𝜏 Tr(𝑊̂𝜋𝑋) 𝑊̂𝜏, (3­41)

其中 𝜋和 𝜏为 𝑡阶置换群 𝒮𝑡中的元素，𝑊̂𝜋表示与置换 𝜋对应的置换算符，𝐶𝜋,𝜏为
Weingarten矩阵的元素。

除了Haar测度分布之外，对某些特定的幺正集合取平均也可以得到与Haar平

均相同的结果。具体而言，若一个幺正集合 ℰ𝑡 构成一个幺正 𝑡­design，则对于任
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意 𝑡′ ≤ 𝑡以及任意算符 𝑋，都有∫
Haar

𝑈⊗𝑡′𝑋𝑈†⊗𝑡′ 𝑑𝑈 = 1|ℰ𝑡| ∑𝑈∈ℰ𝑡 𝑈⊗𝑡′𝑋𝑈†⊗𝑡′. (3­42)

当 𝑡 = 2（亦即与本研究所提出方案相关的情形）时，有Φ2(𝑋) = 1𝑑2 − 1 [Tr(𝑋) 𝕀 − 1𝑑Tr(𝑋) 𝑆 − 1𝑑Tr(𝑆𝑋) 𝕀 + Tr(𝑆𝑋) 𝑆] , (3­43)

其中 𝑋为一个 𝑑2 × 𝑑2矩阵，𝑆与 𝕀分别表示 SWAP算符与恒等算符，它们对应于

置换群 𝒮2中的两个元素。当取𝑋 =∑𝑠,𝑠′ 𝑋(𝑠, 𝑠′) |𝑠, 𝑠′⟩⟨𝑠, 𝑠′| , 𝑋(𝑠, 𝑠′) = −(−𝑑)𝛿𝑠,𝑠′ ,
可得 Φ2(𝑋) = 𝑆。
在上一节我们证明了图 3­11所示的线路可以单一时刻下虚拟制备 PDM。进一

步的，当我们在第二个虚线后施加随机操作 𝑈,考虑线路末端的联合测量概率分布
为

Pr(𝑠𝑎 = 0, 𝑠 | 𝑈) = 12𝑑 ⟨𝑠| 𝑈(𝑄 + 𝑅)𝑈† |𝑠⟩ ,
Pr(𝑠𝑎 = 1, 𝑠 | 𝑈) = 12𝑑 ⟨𝑠| 𝑈(𝑄 − 𝑅)𝑈† |𝑠⟩ , (3­44)

其中，𝑈表示作用在两个系统上的全局随机幺正算符，𝑠𝑎 与 𝑠分别表示控制量子
比特以及其余两个系统的测量结果。这里，𝑠𝑎 = 0对应于控制量子比特塌缩至态|+⟩，而 𝑠𝑎 = 1则对应于塌缩至态 |−⟩。
由此可以看出，测量结果的概率分布中已经包含了关于 PDM𝑅的信息。通过对

上述两种概率取差，可以等效地在 PDM 𝑅上实施随机测量，从而获得 ⟨𝑠| 𝑈𝑅𝑈† |𝑠⟩。
结合式 (3­43)与式 (3­44)，可以构造对 Tr(𝑅2)的估计器。其基本思想如下：在

图 3­11所示的量子线路中，施加 𝑁𝑈 个彼此独立的随机幺正算符；对于每一个固
定的随机幺正算符，重复进行 𝑁𝑀次测量。在收集完所有实验数据后，不同随机幺
正算符下获得的测量结果将被彼此独立地进行处理。

假设数据 {(𝑠𝑖𝑎, 𝑠𝑖)}𝑁𝑀𝑖=1是在同一个随机幺正算符作用下获得的，则对应的估计
器可定义为 𝑀̂𝑈2 = 𝑑2𝑁𝑀(𝑁𝑀 − 1)∑𝑖≠𝑗(−1)𝑠𝑖𝑎+𝑠𝑗𝑎𝑋(𝑠𝑖, 𝑠𝑗), (3­45)
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其中 𝑋(𝑠, 𝑠′) = −(−𝑑2)𝛿𝑠⃗,𝑠⃗′。这里选取 𝑑2而非 𝑑，是因为 PDM以及被测系统均定

义在维数为 𝑑2的希尔伯特空间中。最终的估计器通过对不同随机幺正算符下构造
得到的所有估计器取平均而获得。

该估计器的无偏性可以借助随机幺正理论加以验证。考虑到式 (3­45)中各求

和项的独立性，有𝔼[𝑀̂𝑈2 ] = 𝑑2 𝔼𝑈,𝑠𝑎,𝑠′𝑎,𝑠,𝑠′[(−1)𝑠𝑎+𝑠′𝑎𝑋(𝑠, 𝑠′)]= 𝑑2 𝔼𝑈 ∑𝑠𝑎,𝑠′𝑎,𝑠,𝑠′(−1)𝑠𝑎+𝑠′𝑎𝑋(𝑠, 𝑠′)Pr(𝑠𝑎, 𝑠 | 𝑈) Pr(𝑠′𝑎, 𝑠′ | 𝑈)= 𝑑2 𝔼𝑈 ∑⃗𝑠,𝑠′ 𝑋(𝑠, 𝑠′)[Pr(𝑠𝑎 = 0, 𝑠 | 𝑈) − Pr(𝑠𝑎 = 1, 𝑠 | 𝑈)]
× [Pr(𝑠′𝑎 = 0, 𝑠′ | 𝑈) − Pr(𝑠′𝑎 = 1, 𝑠′ | 𝑈)]= 𝔼𝑈 ∑⃗𝑠,𝑠′ 𝑋(𝑠, 𝑠′) ⟨𝑠| 𝑈𝑅𝑈† |𝑠⟩ ⟨𝑠′| 𝑈𝑅𝑈† |𝑠′⟩= 𝔼𝑈Tr[𝑅⊗2𝑈†⊗2𝑋𝑈⊗2]= Tr(𝑅2),

(3­46)

其中 𝑋 = ∑⃗𝑠,𝑠′ −(−𝑑2)𝛿𝑠⃗,𝑠⃗′ |𝑠, 𝑠′⟩⟨𝑠, 𝑠′| .
最后一个等号成立的原因在于 𝔼𝑈(𝑈⊗2𝑋𝑈†⊗2) = 𝑆，以及 Tr(𝑆 𝜎⊗2) = Tr(𝜎2)。
有了上述详细分析，我们证明了如下定理：

Theorem 3.1: 当幺正集合 ℰ𝑈至少构成一个幺正 2­design，且使用同一个从 ℰ𝑈中
采样得到的随机幺正算符 𝑈，通过图 3­9(a)所示线路获得测量结果 {𝑠𝑖𝑎, 𝑠𝑖}𝑁𝑀𝑖=1 时，
表达式 𝑀̂𝑈2 = 22𝑛𝑁𝑀(𝑁𝑀 − 1)∑𝑖≠𝑗(−1)𝑠𝑖𝑎+𝑠𝑗𝑎 𝑋(𝑠𝑖, 𝑠𝑗) (3­47)

是 Tr(𝑅2)的一个无偏估计器，其中 𝑋(𝑠𝑖, 𝑠𝑗) = −(−22𝑛)𝛿𝑠⃗𝑖,𝑠⃗𝑗。
进一步地，设 𝑀̂2由𝑁𝑈个相互独立的估计器 𝑀̂𝑈2 取平均构成。当幺正集合 ℰ𝑈至

少构成一个幺正 4­design时，为保证 |𝑀̂2 − Tr(𝑅2)| ≤ 𝜖以不小于 1−𝛿的概率成立，
需要满足𝑁𝑈 = 𝒪( 1𝜖2𝛿) , 𝑁𝑀 = 𝒪(23𝑛)。因此，总体样本复杂度为𝑁𝑈×𝑁𝑀 = 𝒪(23𝑛𝜖2𝛿) .
尽管对 Tr(𝑅2)的测量在样本复杂度上仍然随系统规模呈指数增长，即 𝒪(23𝑛)，
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但这一复杂度相比于基于联合操作的 PDM 层析测量所需的样本复杂度已经显著

降低。需要指出的是，用于探测量子时序关联的指数级样本复杂度在原则上是不

可避免的：已有研究表明，某些信道区分任务的样本复杂度下界本身即为指数级，

而这些任务恰恰可以通过测量 Tr(𝑅2)来实现 [168­169]。本方案的一个尤为重要的优

势在于，所需不同随机幺正算符（即测量基）的数量为常数，且与系统规模无关，

由 𝑁𝑈 = 𝒪( 1𝜖2𝛿)给出。这一特性使得该方案特别适用于依赖系综平均测量的量子
平台，例如 NMR、冷原子系统以及金刚石中的 NV中心等。在这些平台中，在单

一测量基下对指数数量的投影测量可以被高效地同时完成，从而显著提升整体实

验效率。

此外，我们还通过数值模拟表明，即便所采用的幺正集合并非幺正四阶设计

（unitary 4­design），上述优势仍然得以保持。如图 3­9(b) 所示，我们取量子信道

为完全退极化信道，输入态为 𝜌 = |0⟩⟨0|，并选用 Clifford群作为幺正集合，该集

合仅构成幺正三阶设计 [170]。对于标注为 “系综测量”的曲线，我们取 𝑁𝑈 = 10且𝑁𝑀 = ∞，可以观察到统计误差并不随量子比特数的增加而增长。相反，对于标注
为 “投影测量”的曲线，我们取 𝑁𝑀 = 100，可以清楚地看到测量误差随量子比特
数呈指数增长。

3.3.4 实验实现与验证

我们在NMR平台上对所提出的量子时序关联探测方案进行了实验验证。实验

在室温条件下使用 Bruker 300 MHz核磁共振谱仪完成，所采用的量子处理器为一

个四比特核自旋体系，由溶解在 𝑑6­丙酮中的 13C标记反式巴豆酸（trans­crotonic

acid）分子构成，其分子结构如图 3­12(a)所示。四个碳核自旋分别标记为 C1−4，共
同构成一个四比特量子处理器 [145­147]，其内部哈密顿量可写为

ℋNMR = 4∑𝑖=1 𝜋𝜈𝑖𝜎𝑖𝑧 + 4∑𝑖<𝑗 𝜋2𝐽𝑖𝑗𝜎𝑖𝑧𝜎𝑗𝑧 ,
其中 𝜈𝑖 表示第 𝑖个核自旋的化学位移，𝐽𝑖𝑗 表示第 𝑖与第 𝑗个核自旋之间的标量耦
合常数。𝜈𝑖 与 𝐽𝑖𝑗 的具体数值如图 3­13所示。在 NMR体系中，单比特旋转通过横

向射频脉冲实现，而双比特相互作用则通过系统的自由演化来完成。此外，还可

以借助梯度上升脉冲优化算法（GRAPE）进一步提升实验控制精度 [123]。

实验中使用的量子线路如图 3­12(b)所示。前三个自旋 C1,2,3 分别对应控制比
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Figure 3­12 （a）系综 NMR系统。样品中包含大量（∼ 1018）完全相同的分子，所有分子均参
与实验过程。（b）用于实现该方案的量子线路。该线路由三个部分组成：初始化、PDM的虚拟生
成以及随机化测量。（c–e）分别为 C1、C2和 C3的实验谱图。𝑦轴为任意单位，谱图中信号强度
的绝对值并无实际意义。在特定频率处的每一个共振峰积分对应某一特定可观测量的期望值。例

如，记号 𝑍111表示 𝜎𝑧 ⊗ |111⟩⟨111|。红色曲线表示模拟结果，蓝色曲线表示实验结果。（引自文
献 [135]）

特、辅助比特以及系统比特，第四个自旋 C4 作为环境比特，其与 C3 相互作用以
实现量子信道 𝒞，并且在实验末端不进行测量。整个量子线路可分为三个阶段：态
初始化、PDM的虚拟制备以及随机测量，如图 3­12(b)所示。
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Figure 3­13 巴豆酸的分子结构及其在 300MHz NMR下的分子参数。在表格中，对角线上的数值
表示化学位移，非对角线上的数值表示标量耦合常数（单位：Hz）。弛豫时间 𝑇2（单位：秒）列示
于表中。
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态初始化

从初态 |0000⟩出发，首先对 C2施加 Hadamard门，随后在所有自旋上施加沿𝑧方向的梯度场脉冲。该操作使 C2被制备为最大混态 𝕀2/2，而其余三个量子比特
保持不变。接着，对 C1 施加 Hadamard门，将其制备为 |+⟩态，并对 C3 施加 𝑅𝑦
旋转，将系统比特初始化为参数化纯态 |𝜓(𝑝)⟩ = √𝑝 |0⟩ + √1 − 𝑝 |1⟩ .
PDM的虚拟制备

首先，在前三个量子比特 C1,2,3上施加受控 SWAP门，如图 3­12(b)所示。随

后，让系统自旋 C3与环境自旋 C4在参数化时间 𝜃下进行部分 SWAP演化，该幺

正演化相当于在 C3 上作用了一个部分替换（partial SWAP）信道 𝒞。需要指出的
是，当 𝜃 = 𝜋2 时，𝒞变为 full SWAP信道，即将任意输入态替换为 |0⟩⟨0|，从而完
全消除因果影响。最后，对控制比特施加 Hadamard门并在计算基 {|0⟩ , |1⟩}下进行
测量，其余系统分别以概率 𝑝0 与 𝑝1 塌缩至态 𝜌0 与 𝜌1。在此阶段，PDM已按照

式 (3­34)被虚拟制备完成。

随机测量

随机测量通过施加 𝑁𝑈 = 200个从 Clifford群中独立采样的随机幺正算符来实

现，随后进行计算基测量。如定理 3.1所示，在基于投影测量的体系中，每个幺正

算符需要 𝑁𝑀 = 𝒪(23𝑛)次测量才能精确估计 Tr(𝑅2)。相比之下，NMR平台可以仅

通过 𝑛次测量提取一个 𝑛比特密度矩阵的全部对角元，具体讨论及分析将在下面
展开。在本实验中，随机幺正演化之后，仅需三次测量即可提取 C1、C2与 C3构
成的三比特密度矩阵的八个对角元。如图 3­12(c)–(e)所示，在特定频率处的共振

峰积分值对应于一个在计算基下对角的可观测量的期望值。NMR信号与谱线的实

验探测细节见第二章内容。随后，通过对这些期望值进行线性组合，即可得到全

部八个对角元。

将这些对角元记为 Pr(𝑠𝑎, 𝑠)，则式 (3­47)中的估计器可化简为𝑀̂𝑈2 = 22𝑛 ∑𝑠𝑎,𝑠′𝑎,𝑠,𝑠′(−1)𝑠𝑎+𝑠′𝑎𝑋(𝑠, 𝑠′)Pr(𝑠𝑎, 𝑠)Pr(𝑠′𝑎, 𝑠′),
这对应于投影测量情形下 𝑁𝑀 = ∞的极限。因此，本实验的总体运行时间仅随量
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子比特数 𝑛呈多项式规模增长。
这种高效读出能力源于 NMR 系综体系的测量特性。在 NMR 量子处理器中，

实验样品并非由单个分子构成，而是包含大量彼此独立且完全相同的分子体系。因

此，NMR实验中所获得的测量结果本质上是对系综的平均。

在操作完成后，核自旋将在外加静磁场 𝐵0方向附近发生进动，并逐渐弛豫回
热平衡态。该进动过程会在 𝑥–𝑦平面内感生电信号，因此，NMR系统能够直接探

测的物理量仅限于横向磁化矢量，即泡利算符 𝜎𝑥 与 𝜎𝑦 的期望值。在四比特 NMR

量子处理器中，由于不同核自旋之间存在标量耦合，每个自旋对应的共振信号通

常会分裂为 8条谱峰。根据 NMR自旋动力学理论，每一条谱峰的信号均包含实部

和虚部，它们分别编码了对应可观测量 𝜎𝑥 与 𝜎𝑦 的期望值信息。由此可见，NMR

平台能够测量的可观测量主要对应于单量子相干算符，其形式为：目标量子比特

上作用 𝜎𝑥或 𝜎𝑦，而其余量子比特上作用 𝜎𝑧或恒等算符 𝐼。在本文所提出的实验方
案中，我们关注的是纵向磁化算符（例如 𝜎𝑧𝐼𝐼𝐼）的测量。为此，在读出阶段通过
施加合适的读出脉冲，将纵向磁化分量映射为可直接探测的横向磁化分量。具体

而言，通过施加读出脉冲 𝑅1𝑦(𝜋/2)，可以将 𝜎𝑧𝐼𝐼𝐼 转换为 𝜎𝑥𝐼𝐼𝐼，从而实现对其期
望值的测量。进一步地，对于实验中所需的末态对角元信息，以三比特系统为例，

仅需测量 7个相互独立的 Pauli算符组合 𝜎0,𝑧 ⊗ 𝜎0,𝑧 ⊗ 𝜎0,𝑧 ⊗ 𝐼的期望值即可完成
约化对角密度矩阵的重构，其中 𝜎0 = 𝐼，如图 3­14所示。值得注意的是，这 7个

Figure 3­14 用于随机测量任务的目标可观测量集合的维恩图示意图。图中展示了为实现三比特

约化对角密度矩阵层析而采用的读出脉冲方案。每一个圆圈对应一种特定颜色的读出脉冲，表示

在施加该读出脉冲后所能够测量的一组可观测量。不同圆圈之间的重叠区域表示可通过多种读出

脉冲共同获取的可观测量。
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Pauli期望值仅需通过 3个不同的读出脉冲即可全部获得。
需要指出的是，即便在采用系综平均测量的情况下，在NMR系统中实现 PDM

的完整层析仍然十分困难，因为其仍然需要指数数量的测量基 [124]。

3.3.5 实验结果

我们首先验证了线路虚拟制备 PDM的有效性。在实施随机测量之前，我们对

量子比特 C1,2,3进行了量子态层析实验，并依据公式 Eq. (3­34)对实验数据进行处

理，从而构造出 𝑅。具体的数据处理流程及结果如图 3­15(a)所示，其中以 𝜃 = 𝜋/6、𝑝 = 0.6的情形作为示例。图中并列给出了 𝜌0,1 以及 PDM 𝑅的实验结果与理论预
测结果，以便进行对比。实验结果与理论预测之间的高度一致性清楚地表明了虚

拟构造方法的有效性。

此外，我们还给出了 PDM 的本征值谱结果，包含以下两组实验：（i）固定𝑝 = 1，并将信道参数 𝜃 从 0变化至 𝜋/2，实验上构造相应的 PDM，并计算 𝑅 的
本征值 𝐸𝑖，结果如图 3­15(b)所示；（ii）固定 𝜃 = 𝜋/6，并将参数 𝑝从 0连续变化

至 1，其对应结果如图 3­15(c)所示。实验结果与理论预测符合良好，其中出现的

负本征值清晰地体现了量子系统中存在的时间量子关联。

随后，我们进一步采用随机测量方案来估计 Tr(𝑅2)，并以此作为量子时间关
联的判据。首先，将态参数固定为 𝑝 = 1，并将信道参数 𝜃 从 0连续变化至 𝜋/2。
实验结果如图 3­15(d)所示，除 𝜃 = 𝜋/2外，其余参数区域内估计得到的 Tr(𝑅2)均
大于 1，表明系统中存在时间量子关联。

当 𝜃 = 0时，部分交换信道 𝑒−𝑖𝜃𝑆 退化为恒等操作 ℐ，此时 Tr(𝑅2)取得其最
大值 1.5，说明系统的最终状态完全由初态所决定。随着 𝜃 的增大，𝑒−𝑖𝜃𝑆 操作中
SWAP 分量逐渐增强，输入态与输出态之间的相关性随之减弱。当 𝜃 = 𝜋/2 时，
该信道等效为完全替换信道，输入态与输出态之间的因果联系被完全抹除，此时

Tr(𝑅2)降至约 1。

此外，我们将 𝜃固定为 𝜋/6，并将参数 𝑝从 0连续变化至 1，以定量刻画因果

强度对初态的依赖关系，其对应的实验结果如图 3­15(e)所示。随着概率幅度 𝑝的
增大，测得的 Tr(𝑅2)也随之增大。上述实验结果均与理论预期高度一致，进一步
验证了所提出方案的有效性。

通过对比图 3­15(c)与图 3­15(e)可以发现，在 𝑝 = 0的情况下，矩阵 𝑅 具有
负本征值，而 Tr(𝑅2)却未能探测到这一非经典特征。这一现象表明，仅依赖二阶
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Figure 3­15 实验结果。（a）PDM的虚拟构造计算流程及其结果。通过从 𝑠𝑎 = 0的子空间中减去𝑠𝑎 = 1的子空间，构造得到在 𝜃 = 𝜋/6、𝑝 = 0.6条件下的 PDM 𝑅。实心柱表示理论预测结果，带
虚线的彩色柱表示实验结果。（b）在固定态参数 𝑝 = 1的情况下，不同信道参数 𝜃对应的 PDM 𝑅
的本征值分布。其中虚线表示理论预测结果，彩色标记表示实验结果。（c）在固定信道参数𝜃 = 𝜋/6时，不同态参数 𝑝下的本征值结果。（d–e）随机测量得到的 Tr(𝑅2)的实验结果。在（d）
中，系统态 𝜌的概率幅度 𝑝固定为 1；在（e）中，信道参数 𝜃固定为 𝜋/6。蓝色实线表示理论结
果，黄色圆点表示实验结果。（引自文献 [135]）

矩作为判据在刻画量子时间关联方面存在一定局限性。因此，进一步探索引入高

阶矩以增强该方案对量子时间关联的探测能力具有重要意义 [166]。

3.4 总结

本章围绕 PDM 框架下的量子时间关联展开系统研究，构建了一条从理论刻

画、实验表征到高效探测的完整研究路径。PDM作为一种将时间维度与空间维度

统一纳入量子态描述的形式工具，使得对同一量子系统在不同时刻的联合统计可

以被视为 “时空态”，其可能出现的负本征值则成为区分经典时间相关与量子时间
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关联的重要非经典标志。

本章首先介绍了 PDM 的定义。并通过引入粗粒化测量与 Choi–Jamiołkowski

同构，本章给出了两时刻 PDM的封闭形式表达，从而将 PDM与初态以及中间量

子信道直接关联起来。在实验表征层面，为克服直接序贯投影测量所带来的强测

量侵扰问题，本章提出并采用了基于散射线路的粗粒化测量方案。该方案通过引

入辅助探针量子比特，将跨时间片的联合测量统计间接映射为探针比特的可测期

望值，从而在保持系统演化连续性的前提下实现对 PDM的构造与测量。基于该方

法，本章在 NMR系综量子平台上完成了 PDM的实验重构，并验证了实验结果与

理论预测之间的高度一致性，展示了散射线路在多时间量子关联研究中的实验可

行性与稳定性。

尽管散射线路为 PDM的实验测量提供了直接途径，但随着系统规模与所考虑

时刻的增加，完整 PDM层析在实验资源上的开销将迅速增长。针对这一问题，本

章进一步引入了结合准概率分解与随机测量的高效探测方案。该方法无需完整重

构 PDM，而是通过估计其二阶矩 Tr(𝑅2)来间接评估 PDM的负性，从而实现对量

子时间关联的高效验证。实验结果表明，该随机测量方案在不同信道参数与态参

数下均能可靠地区分经典与量子时间关联，显著降低了实验复杂度。

上述结果不仅在方法层面为量子时间关联的实验探测提供了新的工具，也在

应用层面展现出广泛的潜在影响。例如，PDM负性的高效探测为时间关联的实验

检验提供了新的判据，有望推动对 Leggett–Garg不等式及其推广形式的研究；同

时，该框架也可自然推广至量子信道容量评估与量子因果结构推断等问题，为相

关方向发展更具可扩展性的实验方案提供启示。

此外，本章的研究还凸显了 NMR体系在量子信息实验中的独特优势。NMR

系统在测量密度矩阵对角元及相关统计量方面具有高精度与高稳定性的特点，使

其成为实现准概率分解与随机测量方案的理想平台。围绕这一特性，进一步探索

能够充分发挥 NMR 系统优势的量子信息处理与量子关联研究任务，将有助于拓

展系综量子平台在量子基础与量子技术中的应用边界。
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CHAPTER 4 基于时间关联的量子因果推断

近年来，量子力学中的时序关联（temporal correlations）逐渐吸引了学术界的

广泛关注。与空间域关联主要刻画空间上不同子系统之间的统计相关性不同，量

子时序关联关注的是同一量子系统在不同时间点上实施测量或操作时，测量结果

之间所呈现出的非平凡关联结构。由于量子测量的反作用以及可观测量的非对易

性，这类关联往往展现出与经典随机过程显著不同的特征。因此，量子时序关联

不仅在深化量子物理基础问题——例如宏观现实主义与非侵入性测量假设的适用

性——方面具有关键意义，也为一类连续（sequential）信息处理任务提供了新的

量子资源与操作视角。

近年来，围绕量子时序关联在应用层面的研究不断拓展。例如，时序关联可

用于见证系统的有效量子维度，从而在不依赖空间纠缠的情况下刻画量子系统的

复杂性与信息承载能力 [68­70]；又如，在量子计时与量子时钟等任务中，研究表明

时序关联与计时装置的稳定性及精度密切相关，使其在自主量子时钟与高精度时

间基准构建中扮演着重要角色 [71­73]。这些研究进展共同表明，量子时序关联不仅

是 “时间维度上的非经典性”表征，更可能作为一种核心资源支撑多种连续量子信

息处理任务。

在本章中，我们进一步关注量子时序关联在建立量子因果结构方面所展现出

的独特潜力。确定一组变量之间的因果结构，即哪些变量会对其他变量产生影响，

被称为因果推断（causal inference）[171­172]。因果推断是科学研究中的一项基础性

任务，并在诸多实际场景中具有重要意义，例如医学临床试验 [173­174]，以及构建

能够在训练数据之外良好泛化的数据模型 [175­176]。Reichenbach提出的共同原因原

理（Common Cause Principle）为理解概率相关性背后的因果结构提供了经典框架。

该原理指出，当两个事件 𝐴与 𝐵之间存在统计相关性时，至少存在以下三种情形
之一：（i）𝐴是 𝐵的原因；（ii）𝐵是 𝐴的原因；或（iii）存在同时影响 𝐴与 𝐵的共
同原因 𝐶 [171]。上述基本情形还可以相互混合，从而得到五种可能的因果结构，如

图 4­1所示。在这一语境下，因果推断的核心目标即是判定哪一种因果结构与实验

观测数据相一致。原则上，因果推断可以通过对系统实施干预（intervention）来完

成，即主动改变系统状态并考察概率分布的变化 [172­173]；在部分情况下，仅依赖
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观测数据亦可实现有限的因果推断 [172;174;177]。

近年来，因果结构推断在更为基础的量子层面同样受到了广泛关

注 [65;83;86;89;91;132;178­185]。Reichenbach 原理中所涉及的因果结构已被系统地映

射到量子线路中进行研究 [181]。以往的量子因果推断方案多依赖于干预手段，尤

其是通过重置量子系统状态来区分不同因果机制 [84­85;87;186­191]。然而，已有研究

表明，在某些量子情形下，确定因果结构并不需要显式的状态重置，仅通过投影

测量形式的观测数据即可完成 [83;85;89]。特别地，从投影测量数据中提取的量子时

序关联特征可以排除 “共同原因” 这一因果机制 [83]。进一步的理论与实验工作表

明，某些特定因果结构（对应图 4­1中结构 1与 3的特殊情形）能够仅依赖投影

测量加以区分，并已在光学平台上得到验证 [85]。此外，还有研究发展了系统性的

方法，用以判定给定量子因果模型是否与观测到的相关性相容 [185;192]。因此，与

经典情形中通常需要状态重置型干预不同，在量子体系中，已存在多种情形表明

仅凭测量即可实现因果推断。

Figure 4­1 实验与理论分析概述。在所考虑的情形中，实验者事先并未知晓哪一个量子系统对另

一个量子系统施加因果影响，亦不清楚初始量子态中是否存在相关性，即所谓的共同原因。例如，

因果结构 4对应于这样一种情形：两个量子系统在初始态中存在相关性，随后经历一段量子信道
演化，在该演化过程中蓝色系统对黄色系统产生因果影响。实验数据来源于对初始态以及信道作

用之后状态所实施的二值粗粒化测量。所得测量数据被映射为一赝密度矩阵 𝑅及其对应的 Choi矩
阵𝑀𝑇𝐵，并据此推断所对应的因果结构。
基于上述背景，本章的目标是在这一方向上进一步推进研究：将 “仅依赖投影

测量的量子因果推断”推广至两个量子比特在两个时刻、并允许一般量子信道的情

形，同时将测量方式从细粒度投影测量进一步推广至侵扰性更低的粗粒化投影测

量。我们在实验上演示了一种高度非侵扰的量子因果推断方案，该方案仅依赖于
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粗粒化投影测量。如图 4­1所示，观测者通过在两个时刻对两个量子系统（量子比

特）实施联合测量来获取实验数据。这里的联合测量为粗粒化投影测量，其在实

验上通过系统与探针量子比特之间的幺正相互作用实现，随后对探针比特进行细

粒度投影测量。该类粗粒化测量可通过散射线路 [125;141­142] 来实现，并在 NMR平

台上加以实验验证 [143;193]。

该方案使观测者能够利用所获得的数据来推断生成这些数据的量子过程所对

应的因果结构，或更准确地说，判断实验数据是否与某一给定因果结构（或多个因

果结构）相容。为便于分析，我们将测量数据映射为一种 PDM，即一种将通常用

于描述多体系统的密度矩阵自然推广至包含多个时间点的 “时空量子态”[83;89]。我

们表明，仅凭 PDM的约化态所呈现出的两类特征即可判定其与图 4­1所示因果结

构的相容性：（i）负性（negativity）以及（ii）时间不对称性（time­asymmetry）。

通过结合上述实验与理论工具，我们成功实现了对图 4­1中五种因果结构相容性

的判定，唯一的例外在于无法区分结构 4与结构 5。该结果显著拓展了量子情形下

“仅依赖投影测量，甚至是粗粒化投影测量即可完成因果推断”的适用范围。

4.1 基于量子时序关联的因果推断框架

4.1.1 五种可能因果结构下的量子因果推断任务

在量子因果推断问题中，观测者仅能获得对量子系统的测量数据，而事先并

未知晓系统之间真实的因果结构。具体而言，考虑两个量子系统 𝐴与 𝐵，观测者
希望根据实验数据判断：是否存在因果影响、因果影响的方向如何，以及初始量子

态中是否存在相关性，即所谓的共同原因。

遵循 Reichenbach提出的共同原因原理，我们在本章中考虑五种可能的因果结

构（如图 4­1所示）。这些因果结构由以下两个方面共同决定：（i）𝐴（蓝色圆圈）
与 𝐵（黄色圆圈）之间是否存在因果影响及其方向；（ii）初始量子态中是否包含

相关性。需要指出的是，本章不考虑存在双向因果影响（即因果回路）的情形，例

如作用于 𝐴与 𝐵的整体幺正演化，从而始终保证因果方向是清晰的 [171­172]。在上

述假设下，量子因果推断的核心任务即是：判定实验数据与这五种因果结构中的

哪一种（或哪些）相容。
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4.1.2 利用时空态与时间不对称性进行因果推断

本章所采用的量子因果推断方法建立在 PDM框架上。正如第三章中已系统介

绍的那样，PDM通过为不同时间点分别引入希尔伯特空间，将传统密度矩阵从 “同

一时刻的多体态”自然推广为能够描述跨时间测量统计的 “时空量子态”[83;89]。在

此不再重复其完整构造过程，而仅回顾与因果推断直接相关的关键性质。

回顾标准情形，𝑛个量子比特在同一时刻的密度矩阵可写为 𝑛比特 Pauli基算

符 𝜎𝑖 ∈ {𝕀, 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧}⊗𝑛 的线性组合，其展开系数（相差一个归一化因子）对应于
相应算符的期望值。PDM采用完全类似的 Pauli展开形式，但将这些期望值推广

为跨不同时间点的时序关联。例如，对于单个量子比特在两个时刻 𝑡1与 𝑡2的测量，⟨𝜎𝑥1, 𝜎𝑧2⟩描述了对应测量结果之间的时间关联，其中符号 “,”用以强调这些观测并
非发生在同一时刻。

更一般地，𝑛个量子比特在两个时刻的 PDM形式与 2𝑛个量子比特在单一时
刻的密度矩阵形式完全一致，可统一写为

𝑅 = 122𝑛 4𝑛−1∑𝑖1,𝑖2=0⟨𝜎𝑖1, 𝜎𝑖2⟩ 𝜎𝑖1 ⊗ 𝜎𝑖2. (4­1)

在本章中，我们主要关注 𝑛 = 2的情形，并考虑单时刻或双时刻实验过程。相应
地，引入四个二维希尔伯特空间 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷（见图 4­2），并定义作用在总维度为 24
的希尔伯特空间上的 PDM 𝑅𝐴𝐵𝐶𝐷。

A

B

A D

BC

Figure 4­2 因果结构（左）及其对应的线路模型（右）。图中 𝐴 → 𝐵的有向图表示相应的因果结
构。该因果结构可通过两个连续作用的量子信道𝒩与ℳ来实现，其中事件 𝐴表示在时刻 1对上
方量子系统实施的测量，而事件 𝐵表示在时刻 2对下方量子系统实施的测量。

值得强调的是，式 (4­1)中所需的期望值可通过粗粒化投影测量获得。粗粒化

79



CHAPTER 4 基于时间关联的量子因果推断

测量指测量算符由若干正交的细粒度投影算符之和构成，与细粒度投影测量相比，

其对系统的扰动更小，因为测量后仍保留非平凡的不变子空间。这类测量可通过

引入一个探针量子比特，并使其与目标系统发生幺正相互作用后再对探针实施标

准投影测量来实现，具体实现方案我们已在第三章进行了详细的讨论及介绍。

在结合粗粒化测量与标准 Lüders投影更新规则 𝜌 → Π𝜌Π/Tr(𝜌Π)，并假设在
两个时间点之间系统经历量子信道𝒩的情况下，PDM可写为如下闭合形式 [89]：𝑅12 = 12{𝜌1 ⊗ 𝕀2,𝑀}, (4­2)

其中𝑀 = ∑𝑖,𝑗 |𝑖⟩ ⟨𝑗|⊗𝒩(|𝑗⟩ ⟨𝑖|)为与信道𝒩相关联的 Jamiołkowski矩阵，{⋅, ⋅}表
示反对易子。对应的 Choi矩阵为 𝑀𝑇𝐵，其中 𝑇𝐵 表示对系统 𝐵进行转置操作。当
明确涉及两个不同时间点时，我们采用数字下标来标记相应的希尔伯特空间，如

式 (4­2)所示；在更一般的情形下，则使用字母下标来表示不同的量子系统或子空

间，例如 𝑅𝐴𝐵。
在存在多个子系统或时间点时，我们通过对相应希尔伯特空间取偏迹来定义

约化态，例如 𝑅𝐴𝐵 = Tr𝐶𝐷𝑅𝐴𝐵𝐶𝐷。与通常密度矩阵类似，实验上确定 𝑅𝐴𝐵 仅需对
系统 𝐴与 𝐵的测量数据。

PDM的一个关键特征是其可能具有负本征值。若 𝑅𝐴𝐵 存在负本征值，则必然
涉及多个时间点，因为单一时刻的标准密度矩阵必为正半定（在实验统计充分、排

除统计误差的前提下）[83]。因此，我们首先通过评估 𝑅𝐴𝐵 的负性来判断数据是否
涉及多个时刻。负性可定义为 [83]

𝑓(𝑅) ∶= Tr√𝑅𝑅† − Tr𝑅. (4­3)

当 𝑅 具有负的本征值时，𝑓(𝑅) > 0；当 𝑅 为半正定矩阵时，𝑓(𝑅) = 0 [83]。因此，
第一步即检验是否满足 𝑓(𝑅𝐴𝐵) > 0。若 𝑓(𝑅𝐴𝐵) = 0，则实验数据与 “在单一时

刻对两个量子系统实施测量”的解释相容，对应于图 4­1中的情形 3，即共同原因

（common cause）结构。若 𝑓(𝑅𝐴𝐵) > 0，则说明涉及多个时间点，如情形 1和 2，所

考虑的情形中为两个时刻 𝑡1与 𝑡2，此时需要进一步判定由实验数据得到的 𝑅𝐴𝐵是
对应于 𝑅12还是其时间反演形式 [89;132;184]

𝑅21 ∶= 𝑆𝑅12𝑆†, (4­4)

其中 𝑆 = ∑𝑖,𝑗 |𝑗, 𝑖⟩ ⟨𝑖, 𝑗|为交换两个希尔伯特空间的算符。
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为确定时间先后顺序，我们关注：由该 PDM所隐含的动力学，以及/或由时间

反演后的 PDM所隐含的动力学，是否属于允许的量子动力学。给定 PDM所对应

的动力学可用量子信道的 Choi矩阵表象来表示，即𝑀𝑇𝐵（其中𝑀的定义见式 (4­2)

附近）[89;121]。例如，在初态 𝜌𝐴 = Tr𝐵𝑅𝐴𝐵 为满秩（full rank）的特殊情形下，有𝑀𝐴𝐵 = 2∫∞0 𝑒−𝑡𝜌𝐴⊗𝕀𝐵 𝑅𝐴𝐵 𝑒−𝑡𝜌𝐴⊗𝕀𝐵 𝑑𝑡
[89;121]。（对于非满秩的情形，见附录中给出的代码。）已知当且仅当该信道是允

许的（即完全正，completely positive）时，𝑀𝑇𝐵 为正（𝑓(𝑀𝑇𝐵) = 0）。因此，若𝑓(𝑀𝑇𝐵𝐴𝐵) > 0但 𝑓(𝑀𝑇𝐵𝐵𝐴) = 0，则说明数据与 𝑅𝐴𝐵 为 𝑅21（即结构 𝐵 → 𝐴）相容，而
与 𝑅𝐴𝐵 为 𝑅12（𝐴 → 𝐵）不相容；反之亦然。
下表总结了根据实验获得的 𝑅𝐴𝐵 及其对应 Choi矩阵 𝑀𝑇𝐵𝐴𝐵 的负性 𝑓(⋅)来判定

因果结构相容性的规则 [89]：𝑓(𝑅𝐴𝐵) 𝑓(𝑀𝑇𝐵𝐴𝐵) 𝑓(𝑀𝑇𝐵𝐵𝐴) 因果结构相容性

0 任意 任意 共同原因> 0 0 > 0 𝐴 → 𝐵> 0 > 0 0 𝐵 → 𝐴> 0 0 0 𝐴 → 𝐵或 𝐵 → 𝐴> 0 > 0 > 0 混合结构

因此，我们量子因果推断方案的流程为：通过测量数据构建 𝑅𝐴𝐵，进一步提取
对应的动力学 𝑀𝑇𝐵𝐴𝐵 及其时间反演形式𝑀𝑇𝐵𝐵𝐴，计算相应负性函数 𝑓(⋅)，并依据上述
判据表确定实验数据与哪一种（或哪些）因果结构相容。

4.2 不同因果结构的实验实现与结果

我们共在四组实验中验证了该方案。其中前两组实验分别实现了两种定性不

同的 𝐴 → 𝐵因果结构，对应于幺正信道与完全退相干信道；第三组实验对应共同
原因结构；第四组实验对应共同原因与因果影响的混合结构。所有实验均在一个

四比特核磁共振量子处理器上完成 [122;145­147]。在该处理器中，量子动力学通过单

自旋射频脉冲与自旋—自旋耦合的联合控制来实现，并借助梯度上升脉冲优化算

法（GRAPE）进一步提升实验控制精度 [123]。
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4.2.1 幺正信道下 A→B的因果结构
首先，第一组实验针对因果结构 𝐴 → 𝐵展开，用以检验实验数据是否与该事

先未知的因果机制相一致。在该结构中，系统 𝐴的制备会影响系统 𝐵在后续时刻
的测量统计，而不存在由 𝐵反向影响 𝐴的因果作用（见图 4­2）。关于这部分的实

验线路实现细节：散射线路与粗粒化联合测量的具体实现、线路设计与读出流程

已在第三章中给出。基于第三章所获得的测量数据，本节将进一步按照上一节提

出的判据流程，对该过程对应的 PDM及其诱导动力学进行重构与分析，从而给出

与因果结构 𝐴 → 𝐵的相容性判断。
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Figure 4­3 (a)约化赝密度矩阵 𝑅𝐴𝐵在不同信道参数 𝜃取值下的本征谱与负性分析。图中给出了𝑅𝐴𝐵的四个本征值 𝐸1–𝐸4，其中实线表示理论预测结果，符号表示由实验数据反演得到的结果。同
时展示了对应的 PDM负性 𝑓(𝑅𝐴𝐵)。实验中取初态参数 𝜆 = 0.7。(b)实验测得的约化 PDM 𝑅𝐴𝐵及
其时间反演形式 𝑅𝐵𝐴，以及由其反演得到的对应 Choi矩阵𝑀𝑇𝐵（为作图简便记为𝑀𝑇）。同时给出
了在 𝜆 = 0.7且 𝜃 = 2𝜋/8条件下，Choi矩阵的本征值及其对应的实验预测结果。Choi矩阵中是
否出现负本征值构成判定实验数据与给定因果结构相容性的关键判据。

在该实验中，因果结构 𝐴 → 𝐵 可由两个连续量子信道 𝒩 与ℳ 的作用实现，

其形式选取为 𝒩(⋅) = 𝑆(⋅)𝑆† andℳ(⋅) = 𝑒−𝑖𝜃𝑆(⋅)𝑒𝑖𝜃𝑆, (4­5)

其中 𝑆为 SWAP算符，𝑆 = |00⟩ ⟨00| + |10⟩ ⟨01| + |01⟩ ⟨10| + |11⟩ ⟨11|，𝜃为可调
演化参数。实验中，我们首先对 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷上 Pauli算符的完整集合测量探针比特的⟨𝜎𝑧⟩probe，从而重构得到该过程的完整 PDM 𝑅𝐴𝐶𝐷𝐵，实验结果如图 3­8所示；该步

骤亦用于检验粗粒化测量实现的正确性。

接下来，为执行上一节判据表所需的第一步，我们进一步获取实验数据以计

算 𝑓(𝑅𝐴𝐵)。具体而言，我们仅重构因果推断方案所需的约化 PDM 𝑅𝐴𝐵。由于 𝑅𝐴𝐵
已足以用于本章的量子因果推断流程，在该步骤中取 𝜎𝐶 = 𝜎𝐷 = 𝕀，即将 𝐶, 𝐷 两
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个希尔伯特空间上的算符固定为恒等算符。实验上，通过测量探针比特的期望值⟨𝜎𝑧⟩probe 获取构造 𝑅𝐴𝐵 所需的数据，并在一系列参数取值下重复该过程以考察结
果的稳健性。
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Figure 4­4 在固定极化参数 𝜆 = 0.7的条件下，随信道强度参数 𝜃从 0变化至 𝜋，𝑀𝑇𝐴𝐵与𝑀𝑇𝐵𝐴
的本征值变化情况。实线表示理论预测结果，符号表示实验测量结果。

首先，将极化参数固定为 𝜆 = 0.7，并将信道参数 𝜃从 0连续改变至 𝜋。基于
所采集的数据重构得到 𝑅𝐴𝐵，并计算其本征值 𝐸𝑖 及负性 𝑓(𝑅𝐴𝐵)，结果如图 4­3(a)

所示。可以看到，除 𝜃 = 0与 𝜃 = 𝜋两个极端取值外，均满足 𝑓(𝑅𝐴𝐵) > 0。在这
两个取值处，信道ℳ退化为平凡演化，即 𝑒−𝑖𝜃𝑆 = ±𝕀。因此，由该步骤可判定实
验数据确实涉及两个不同时间点的时序过程，不过我们需要进一步确定这两个时

间点的先后顺序。

在完成 𝑅𝐴𝐵 的负性检验后，下一步是确定 Choi矩阵的负性 𝑓(𝑀𝑇𝐵)。我们先
给一个简单的例子。基于 𝜆 = 0.7且 𝜃 = 𝜋/4条件下实验重构得到的 𝑅𝐴𝐵，我们首
先构造其时间反演对应的 𝑅𝐵𝐴 = 𝑆𝑅𝐴𝐵𝑆†, (4­6)

并分别由 𝑅𝐴𝐵与 𝑅𝐵𝐴提取对应的 Choi矩阵𝑀𝑇𝐵𝐴𝐵与𝑀𝑇𝐵𝐵𝐴。对上述 Choi矩阵的正半

定性进行检验后得到：𝑓(𝑀𝑇𝐵𝐴𝐵) = 0，而 𝑓(𝑀𝑇𝐵𝐵𝐴) > 0。这表明仅有与 𝐴 → 𝐵相对应
的动力学满足完全正性要求，从而可将时间顺序判定为与因果方向 𝐴 → 𝐵相一致，
并完成了因果结构判定。相关的实验重构结果与分析结论汇总于图 4­3(b)，其中理

论预测与实验结果符合良好。

我们进一步给出完整的 Choi矩阵 𝑀𝑇𝐴𝐵 和 𝑀𝑇𝐵𝐴 的本征值结果，其结果如图 4­

4所示。对于 𝑀𝑇𝐴𝐵，随着信道强度 𝜃 变化，其本征值始终保持为正；而对于 𝑀𝑇𝐵𝐴，
则出现了负本征值。结果表明，系统 𝐴作为原因而系统 𝐵作为结果（如表 4.1.2所

示），这与我们所设定的因果模型预期相符。
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Figure 4­5 约化赝密度矩阵 𝑅𝐴𝐵随初态参数 𝜆变化的本征谱与负性分析。在固定信道参数𝜃 = 3𝜋/8的条件下，给出了实验重构得到的 𝑅𝐴𝐵的四个本征值 𝐸1–𝐸4及其对应的负性 𝑓(𝑅𝐴𝐵)随𝜆变化的结果。可以看到，在所考虑的参数范围内均满足 𝑓(𝑅𝐴𝐵) > 0，表明实验数据稳定地对应
于两个不同时刻的时序过程。图中误差棒的大小小于符号尺寸，故未在视觉上显著区分。

其次，我们实验考虑将 𝜃固定为 𝜃 = 3𝜋/8，并改变极化参数 𝜆。由实验数据重
构得到的𝑅𝐴𝐵的本征值𝐸𝑖及其负性 𝑓(𝑅𝐴𝐵)如图 4­5所示，同样观察到 𝑓(𝑅𝐴𝐵) > 0。
我们也进一步给出了这个条件下完整的 Choi矩阵𝑀𝑇𝐴𝐵 和𝑀𝑇𝐵𝐴 的本征值结果，

其结果如图 4­6所示。当初态发生变化时，不同的初始态经过的是同一量子信道，

因此由 𝑅𝐴𝐵 所反演得到的𝑀𝑇𝐴𝐵 保持不变，其本征值也相应地保持为常数且始终为
正。相比之下，其时间反演对应的 𝑀𝑇𝐵𝐴 则随初态的变化而改变，并且其负本征值
的幅度随着极化参数 𝜆的增大而单调增加。
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Figure 4­6 在固定信道强度为 𝜃 = 3𝜋/8的条件下，随初态极化参数 𝜆从 0变化至 1，𝑀𝑇𝐴𝐵与𝑀𝑇𝐵𝐴的本征值变化情况。实线表示理论预测结果，符号表示实验测量结果。
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4.2.2 完全退相干信道下 A→B的因果结构
我们进一步将我们的因果推断方法应用于包含全退相干信道 ℒ(⋅)的因果—结

果机制，从而检验在量子演化在某种意义上趋于 “经典化”的情形下，仅依赖粗粒

化投影测量是否仍可实现因果结构判定。具体而言，在图 4­2所示模型中，将信道𝒩取为全退相干的 “测量—制备”（measure­and­prepare）信道，即对 C1进行测量
并将结果制备到 C4上：ℒ(𝜌𝐶1𝐶4) = ⟨0|𝜌𝐶1 |0⟩ |00⟩𝐶1𝐶4 ⟨00| + ⟨1|𝜌𝐶1 |1⟩ |11⟩𝐶1𝐶4 ⟨11| . (4­7)

同时，图 4­2中的信道ℳ取为交换 C2与 C4的 SWAP操作 𝑆。具体实验上实施的
用于构造 PDM 𝑅𝐴𝐵 的量子线路如图 4­7所示。

Figure 4­7 全退相干信道的模拟及 ⟨𝜎𝐴𝑖 , 𝜎𝐵𝑗 ⟩的测量。第一个自旋 C1作为信道的输入态 𝜌𝐴，而信
道的最终输出态由第二个量子比特 C2给出。对应于两个不同时刻、两个不同量子系统的赝密度矩
阵元 ⟨𝜎𝐴𝑖 , 𝜎𝐵𝑗 ⟩在实验中被测量。
第一个自旋 C1 作为输入态 𝜌𝐴 ，而通道的最终态由第二个量子比特 C2 输出。

最后两个量子比特 C3和 C4用于模拟完全退相干通道。系统的初始态取为𝜌𝐴 ⊗ |0⟩⟨0| ⊗ 𝕀2 ⊗ |0⟩⟨0| ,
其中 𝜌𝐴 = (1 − 𝜆) 𝕀2 + 𝜆 |+⟩⟨+|。该线路包含了 3个量子门。第一个门为 CNOT门，

其中 C1和 C3分别为控制比特和受控比特。经过第一个 CNOT门后，C1的密度矩
阵变为 ⟨0|𝜌𝐴|0⟩ |0⟩⟨0| + ⟨1|𝜌𝐴|1⟩ |1⟩⟨1| .
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第二个门也是 CNOT门，其中 C1 是控制比特而 C4 为受控比特。经过该门后 C1
和 C4的联合密度矩阵可表示为⟨0|𝜌𝐴|0⟩ |00⟩⟨00| + ⟨1|𝜌𝐴|1⟩ |11⟩⟨11| .
第三个门操作是 SWAP 操作。该操作将 C2 的量子态替换为 C4 的量子态。因此，
经过第三个门操作后，C1和 C2的联合态为⟨0|𝜌𝐴 |0⟩ |00⟩ ⟨00| + ⟨1|𝜌𝐴 |1⟩ |11⟩ ⟨11|.
观察 C1 的输入态 𝜌𝐴 和 C2 的最终态 ⟨0|𝜌𝐴 |0⟩ |0⟩ ⟨0| + ⟨1|𝜌𝐴 |1⟩ |1⟩ ⟨1|，我们的线
路成功地模拟了完全退相干信道。

在该情形下，为减少所需量子比特数目，实验采用了常规量子线路而非散射

线路。在实验中，我们首先将自旋 C1 制备在 𝜌𝐴 态，然后测量其在不同泡利算符𝜎𝑖 作用下的本征态概率。随后，将 𝜌𝐴坍缩到特定的本征态，并使其通过设计的线
路。最后，我们对 C2的最终态进行量子态层析，以计算其在不同泡利算符 𝜎𝑖作用
下的本征态概率。然后，根据参考文献 [83]中描述的方法，利用这些数据计算期望

值 ⟨𝜎𝐴𝑖 , 𝜎𝐵𝑗 ⟩，从而得到 PDM 𝑅𝐴𝐵。当然，该 PDM也可以在五比特量子模拟器上的

使用散射线路进行测量。

我们研究了不同输入态下的完全退相干信道，其中 𝜆 从 0变化到 1。在获得
不同 𝜆 下的相关测量量 ⟨𝜎𝐴𝑖 𝜎𝐵𝑗 ⟩后，重构得到相应的 𝑅𝐴𝐵 并进行分析，其结果如
图 4­8所示。除 𝜆 = 0外，在所有参数取值下均观察到 𝑅𝐴𝐵具有负本征值，从而排
除了纯共同原因结构。

随后，按照前述流程进一步通过 𝑓(𝑀𝑇𝐵)判定时间顺序：由 𝑅𝐴𝐵 与 𝑅𝐵𝐴 分别
提取 Choi矩阵𝑀𝑇𝐴𝐵与𝑀𝑇𝐵𝐴并计算其负性，如图 4­9 (a)所示，Choi矩阵𝑀𝑇𝐴𝐵对于
不同的 𝜆值保持不变且为正。基于实验构建的 𝑅𝐴𝐵得到的时变 Choi矩阵𝑀𝑇𝐵𝐴随 𝜆
变化。图 4­9 (c)展示了对应于不同 𝜆的 𝑀𝑇𝐵𝐴 及其竖线形式的特征值结果。图 4­9

(b)绘制了 𝑀𝑇𝐵𝐴 的特征值作为 𝜆的函数。基于表 4.1.2中的因果推断方案，由此推

断出因果结构与 𝐴 → 𝐵相一致。
当 𝜆 = 0时，该方法如预期失效，此时初态不含计算基上的相干性，对应于经

典极限。在该情形下，由于 𝑓(𝑅) = 0，分析流程将错误地给出与共同原因结构相
容的结论。这反映出当系统完全回到经典概率论的情形时，仅凭观测数据通常无

法区分因果结构。这一对比表明，在存在初态相干性时，量子时序关联为因果推
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Figure 4­8 赝密度矩阵 𝑅𝐴𝐵的本征值及其负性 𝑓(𝑅𝐴𝐵)随初态参数 𝜆变化的实验结果。圆点与菱
形分别表示实验获得的本征值与 𝑓(𝑅𝐴𝐵)数据点，虚线表示理论预测。随着初态 𝜌𝐴从最大混合态
逐渐过渡到量子态 |+⟩⟨+|，𝑅𝐴𝐵中负本征值的幅度相应增大。当 𝜌𝐴为 |+⟩⟨+|并通过全退相干信
道时，𝐴对 𝐵的因果影响达到最大；相反，当 𝜌𝐴退化为最大混合态时，𝐴与 𝐵之间的因果关联变
得不可分辨。

断提供了相对于经典情形的优势。

4.2.3 共因因果结构

我们将共因因果结构作为第三组实验的研究对象。相应的因果结构和实验线

路如图 4­10所示。整体线路框架与第 4.2.1节的方案类似，但初始状态、相互作用
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Figure 4­9 (a)五个 𝜆值对应的 Choi矩阵𝑀𝑇𝐴𝐵的实验结果。不同初始状态下的𝑀𝑇𝐴𝐵相同。圆圈
代表五个实验结果的平均值，灰色条代表理论结果。中间的柱状图表示 𝜆 = 0.5时的 Choi矩阵𝑀𝑇𝐴𝐵。(b)𝑀𝑇𝐵𝐴的特征值随 𝜆的变化。标记点表示实验获得的特征值点，实线表示相应的理论结
果。(c)不同 𝜆值对应的 Choi矩阵𝑀𝑇𝐵𝐴。黑色实线表示理论结果，带虚线的色条表示实验结果。
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和测量位置有所不同。初始状态为 |+⟩⊗[ 1√2 |000⟩+ 1√2 |101⟩]，通道为𝒩 = 𝑒−𝑖𝜃1𝑆
和ℳ = 𝑒−𝑖𝜃2𝑆，其中 𝜃1和 𝜃2为参数。
在本实验中，线路经过修改以提取期望值 ⟨𝜎𝐶𝑗 , 𝜎𝐷𝑘 ⟩，然后利用这些期望值重构

PDM 𝑅𝐶𝐷以进行因果推断。如图 4­10(a)所示，经过信道操作后，系统 𝐶对系统 𝐷
没有直接的因果影响——它们之间观察到的任何相关性都完全源于它们的共因。

H H
(b)(a) C D

DA

BC

Figure 4­10 (a) C与 D之间的共同原因（common­cause）结构，以及在量子线路中对应的采样位
置，其中信道𝒩 = 𝑒−𝑖𝜃1𝑆,ℳ = 𝑒−𝑖𝜃2𝑆. (b) 实验量子散射线路。该线路被设计用来测量如下形式
的期望值 ⟨𝜎𝐶𝑗 , 𝜎𝐷𝑘 ⟩,这些期望值用于重构 PDM（赝密度矩阵）𝑅𝐶𝐷.
实验结果如图 4­11(a)所示。我们发现 PDM 𝑅𝐶𝐷的负性 𝑓(𝑅𝐶𝐷) = 0，表明 𝑅𝐶𝐷

是半正定的。此外，我们将ℳ的信道参数 𝜃2从 0变化到 𝜋，模拟结果表明 𝑅𝐶𝐷的
特征值保持不变。因此，我们将 𝐶和 𝐷归因于共同原因机制。由此可见，观察到
的相关性完全可以归因于源自纠缠初始态的共同原因。
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Figure 4­11 (a) PDM 𝑅𝐶𝐷 的实验结果及其对应的特征值。(b)在 𝜃1 = 2𝜋/5的条件下，𝑅𝐶𝐷 的特
征值随 𝜃2变化的函数关系。
4.2.4 A→B与共因混合的因果结构
我们开展了第四组实验，针对共同原因机制与因果机制混合的因果结构。图 4­

12(a)展示了 𝐴和 𝐵之间的因果结构。该线路与图 4­2(a)类似，但引入了 𝐴和 𝐶之
间的初始关联作为共同原因。
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H H
(b)(a)

A B

Figure 4­12 (a)系统 𝐴对系统 𝐵存在直接因果影响，同时二者还受到一个共同原因（灰色虚线节
点）的共同作用。图中节点表示量子系统，箭头表示因果影响方向。(b)四自旋体系上的实验量子
线路。该线路的目标是测量期望值 ⟨𝜎𝐴𝑖 , 𝜎𝐵𝑙 ⟩。
相应的实验线路如图 4­12(b)所示。经过黄色框所示的初态制备步骤后，四比

特量子处理器的初始状态为 |+⟩ ⊗ [ 1√2 |000⟩ + 1√2 |101⟩]，即 𝐴𝐶 为贝尔态。如图
2(a)所示，我们令𝒩 = 𝑒−𝑖𝜃1𝑆和ℳ = 𝑒−𝑖𝜃2𝑆。然后，我们利用散射线路获得双时
间关联函数 ⟨𝜎𝐴𝑖 , 𝜎𝐵𝑙 ⟩，并用其构建 PDM 𝑅𝐴𝐵。
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Figure 4­13 在 𝜃1 = 2𝜋/5与 𝜃2 = 𝜋/4条件下的实验结果。上排给出了由实验数据构造得到的矩
阵：(a)𝑅𝐴𝐵，(b)𝑀𝑇𝐴𝐵，(c)𝑀𝑇𝐵𝐴。在每一种情形中，黑色实线表示理论预测结果，带虚线的彩色柱表
示实验结果。下排给出了各矩阵对应的本征值谱：蓝色柱表示理论本征值（𝐸theo），红色柱表示实
验本征值（𝐸exp）。需要指出的是，由于正向与反向过程之间的对称性，𝑀𝑇𝐵𝐴𝐵与𝑀𝑇𝐵𝐵𝐴在数值上几乎
一致。

令 𝜃1 = 2𝜋/5和 𝜃2 = 𝜋/4，PDM 𝑅𝐴𝐵 的实验结果、Choi矩阵𝑀𝑇𝐴𝐵 和𝑀𝑇𝐵𝐴 及
其对应的特征值如图 4­13(a–c)所示。根据我们的量子因果推断方法，我们首先评

估 𝑅𝐴𝐵的负性 𝑓(⋅)，发现 𝑓(𝑅𝐴𝐵) > 0，因此 𝐴和 𝐵之间必然存在因果关系。然后，
我们计算前向和后向过程的 Choi矩阵，发现 𝑓(𝑀𝑇𝐵𝐴𝐵) > 0和 𝑓(𝑀𝑇𝐵𝐵𝐴) > 0，表明存
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在共同原因。因此，我们推断存在共同原因。

4.3 总结

在本章我们围绕 “量子时序关联在因果推断中的应用”系统开展了理论与实验

研究。基于 PDM形式及其负性与时间不对称性判据，在核磁共振量子处理平台上，

实验实现了对多种量子因果结构的判定，并成功在仅依赖粗粒化投影测量的条件

下，无需侵入式干预的情况下，仍然可以区分不同因果机制。

通过对幺正信道与完全退相干信道两类代表性动力学过程的实验验证，我们

发现，即便在量子相干性部分甚至完全丧失的情形下，系统中仍然保留足以用于

因果推断的时序关联信息。特别是，在完全退相干信道中仍可正确识别因果方向，

这一结果显著拓展了量子因果推断方法的适用范围，使其不再局限于高相干量子

演化，而可覆盖更一般的开放量子系统动力学。

在方法层面，本章所采用的 “PDM负性 +时间不对称性”的判据体系，为量子

因果结构的实验判定提供了一套可操作、可量化的工具。相较于依赖侵入式干预

或状态重置的传统方案，该方法仅基于测量数据即可完成因果结构分析，体现了

量子时序关联在因果推断中的独特优势。

此外，由实验数据所反演得到的 Choi矩阵𝑀𝐴𝐵实质上刻画了两次测量之间的
中间动力学过程，因此该框架还为发展基于粗粒化测量的多量子比特量子信道层

析方案提供了新的可能性。由于该方法允许初态与环境之间存在相关性，它还具

备用于构造非马尔可夫性见证量的潜在应用价值。

当前工作的一个主要限制在于尚无法区分包含共同原因与因果影响混合情形

的部分因果结构（对应图 4­1中的结构 4与 5）。这一问题在多子系统、多时间点

的复杂量子过程中将更为突出，因此有必要在未来工作中进一步发展更精细的时

间箭头与时序关联判据。总体而言，本章的结果展示了量子时序关联作为一种核

心资源，在量子因果推断与量子动力学表征中的重要潜力。
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CHAPTER 5 基于 DQC1的神经量子嵌入

在前几章中，我们重点研究了量子系统中不同时间片之间所呈现的非经典关

联，并通过 PDM框架对量子时序关联的探测、表征及其在量子因果推断中的应用

进行了系统分析。这一系列工作表明，即便在缺乏多体纠缠的系综量子平台中，时

间维度上的非经典关联仍然可以作为一种可被操控和利用的量子资源。除了时间

关联之外，量子信息理论的研究还揭示了另一类重要的非经典资源：并不依赖于

纠缠、但仍然超越经典相关性的量子关联结构。其中，一个具有代表性的例子便

是 DQC1模型。该模型中几乎不存在可用的多体纠缠，但其整体量子态却表现出

非平凡的量子相关性，通常被认为与量子失谐（quantum discord）等非纠缠型关联

密切相关。DQC1的存在挑战了 “纠缠是量子优势唯一来源”的传统观点，也为在

受限量子平台上探索和利用非经典量子资源提供了新的思路。

在这一背景下，本章将研究视角从量子时序关联进一步拓展至 DQC1模型中

所蕴含的非经典量子资源，并探讨其在量子机器学习任务中的实际应用。量子机

器学习（quantum machine learning, QML）作为数据科学领域的重要前沿方向，旨

在突破经典信息处理体系在计算能力与表示能力上的固有限制。尽管QML在处理

量子数据方面具有天然优势 [194­197]，但在现实应用中，绝大多数数据分析任务仍

然以经典数据为对象。因此，如何将 QML有效地应用于经典数据，已成为推动其

走向实际应用的关键问题。

解决这一问题的核心在于构建合适的量子数据嵌入（quantum data embedding）

方案，即将经典数据映射为量子态或量子操作，使其在量子特征空间中呈现出有

利于学习任务的结构。然而，在当前噪声中等规模量子器件（NISQ）阶段，构建

通用且具备容错能力的量子硬件仍面临巨大挑战。为此，已有大量研究尝试利用

非容错量子设备开展 QML任务，并提出了多种变分量子算法与混合量子–经典框

架 [198­206]。尽管如此，亚通用（subuniversal）量子计算模型在 QML中的潜在作用

仍然缺乏系统研究。探索这些计算能力受限、但在实验上更易实现的量子模型在

机器学习中的应用，是迈向实际量子优势的重要一步。

为应对上述挑战，本章提出一种基于 DQC1的量子数据嵌入优化方法。具体

而言，我们关注于二分类这一数据分析中的基本任务 [193;207]。一个有效的分类器
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应当在特征空间中使来自不同类别的数据点彼此分离，同时保持同一类别内数据

点的紧密聚集 [208­210]。在量子资源受限的条件下，为实现上述目标，本文提出一

种经典–量子混合算法，利用 DQC1框架训练神经网络，使其学习一个满足分类需

求的量子特征映射。

DQC1是一种亚通用量子计算模型，其特点在于：仅包含一个具有非零纯度的

探测量子比特、𝑛个处于最大混态的辅助比特、对系统实施任意幺正演化的能力，
以及对探测比特进行 Pauli测量。尽管 DQC1在态制备与测量方面受到严格限制，

但已被证明在若干计算任务中能够超越经典算法 [10;127;211­213]。其中一个典型例子

是对 𝑛比特幺正算符归一化迹的高效估计。这一能力可直接用于估计两个 𝑛比特
幺正算符 𝑈1 与 𝑈2 之间的 Hilbert–Schmidt内积 ⟨𝑈1, 𝑈2⟩HS = Tr(𝑈†1𝑈2)2𝑛 .本章方法的
核心思想在于：通过训练神经网络，使得将同一类别（或不同类别）数据映射至

量子特征空间后的幺正算符之间，其 Hilbert–Schmidt内积被最大化（或最小化），

从而实现对量子数据嵌入的优化。我们将该方法称为基于 DQC1的神经量子嵌入

（Neural Quantum Embedding via DQC1，NQE­DQC1）。值得强调的是，基于自旋系

综与磁共振技术的量子信息处理平台 [105;214­218] 非常适合实现DQC1方案。更进一

步，一旦在系综平台上完成 NQE的训练过程，后续的量子机器学习任务还可以无

缝迁移至其他物理平台。这一特性使得系综量子系统不仅是研究非经典量子资源

的理想试验场，也为面向经典数据的实用量子机器学习提供了独特而现实的路径。

5.1 DQC1

DQC1 是一种旨在以最小量子资源运行的量子计算模型，最早由 Knill 和

Laflamme 提出 [10]。在该模型中，量子系统仅包含一个处于非零纯度状态的探测

量子比特，而其余 𝑛个量子比特均被初始化为最大混态。与标准量子计算模型中
要求所有量子比特均可被制备为高纯态不同，DQC1 在初态制备层面对量子资源

的需求被显著压缩，从而在理论与实验两个层面均具有独特优势。

DQC1 通常被归类为一种亚通用量子计算模型，其计算能力严格弱于通用量

子计算，但仍被认为无法被高效经典模拟。这一介于经典计算与通用量子计算之

间的地位，使得 DQC1在量子复杂性理论中占据着重要位置，并为探索受限量子

模型的潜在应用提供了清晰的研究对象。此外，DQC1对初态纯度和测量能力的低

要求，使其在实际物理平台上更易于实现。在诸如核磁共振、自旋系综以及其他
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系综量子信息处理体系中，制备大量高纯度量子比特通常具有较高实验成本，而

DQC1模型则能够天然地适配这些平台的实验条件。因此，DQC1不仅在理论上为

理解量子计算资源提供了重要视角，也在实验上为在受限量子硬件上探索实用量

子算法提供了切实可行的途径。

5.1.1 DQC1模型的基本结构

DQC1模型的线路如图 5­1所示，线路的初态通常表示为

!!

0

"⊗"

2"
.. ..

H

Figure 5­1 DQC1线路示意图。该线路由一个纯态控制比特 𝑐和一个初始化为最大混合态 𝐼𝑛/2𝑛
的 𝑛比特寄存器组成。对控制比特施加 Hadamard门后，执行受控­𝑈𝑛操作，其中 𝑈𝑛作用于 𝑛比
特寄存器。通过重复运行该线路并在 Pauli 𝑋(𝑌)基上测量控制比特，可估计相应的期望值，从而
得到归一化迹 Tr(𝑈𝑛)/2𝑛的实部（虚部）。

𝜌in = |0⟩⟨0| ⊗ 𝕀2𝑛2𝑛 , (5­1)

其中第一个量子比特为控制比特（control qubit）用于探测，其余 𝑛个量子比特构
成寄存器（register），并处于最大混态。需要指出的是，在更一般的情形下，控制

比特也可以具有有限但非零的纯度，其初态可表示为𝜌𝑐 = 12 (𝕀 + 𝛼𝜎𝑧) , 0 < 𝛼 ≤ 1, (5­2)

其中 𝛼 表征探测比特的极化度。为简化表述，以下讨论中主要以纯态探测比特为
例。

在计算过程中，首先对探测比特施加 Hadamard门，随后在探测比特的控制下，

对寄存器实施一个 𝑛比特幺正算符 𝑈，即执行受控幺正操作
C­𝑈 = |0⟩⟨0| ⊗ 𝕀 + |1⟩⟨1| ⊗ 𝑈. (5­3)

整个演化过程可表示为𝜌out = (C­𝑈) [(𝐻 ⊗ 𝕀)𝜌in(𝐻 ⊗ 𝕀)] (C­𝑈)†. (5­4)
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该 (𝑛 + 1)比特的末态可表示为 12𝑁 (𝕀𝑛 𝑈†𝑛𝑈𝑛 𝕀𝑛) . (5­5)

其中 𝑁 = 2𝑛。然后我们对寄存器进行偏迹操作，得到的控制比特 𝜌𝑐 末态为
𝜌out𝑐 = 12 ( 1 Tr[𝑈†𝑛]𝑁

Tr[𝑈𝑛]𝑁 1 ) . (5­6)

由此可以看出，探测比特的非对角元直接编码了幺正算符 𝑈的归一化迹信息。进
一步地，对探测比特进行 Pauli测量，可以得到⟨𝜎𝑥⟩ = ℜ[Tr(𝑈)2𝑛 ] , (5­7)

⟨𝜎𝑦⟩ = ℑ[Tr(𝑈)2𝑛 ] . (5­8)

因此，DQC1模型能够在多项式时间内高效估计任意 𝑛 比特幺正算符的归一化迹
Tr(𝑈)/2𝑛,而这一任务目前尚无已知的高效经典算法。
5.2 基于 DQC1的神经量子嵌入方案

设输入数据样本 𝐱𝑖 的类别标签为 𝑦𝑖 ∈ {+1,−1}。量子数据嵌入线路的设计目
标在于：对于来自同一类别的数据点（𝑦𝑖 = 𝑦𝑗），其对应的量子态在量子特征空间
中应尽可能相似；而对于来自不同类别的数据点（𝑦𝑖 ≠ 𝑦𝑗），其对应的量子态应尽
可能可区分。这一目标可以通过最大化不同类别数据在量子特征空间中的可区分

性来实现。

具体而言，引入如下两个量子态

𝜌± = 1𝑚± 𝑚±∑𝑖 |𝐱𝑖⟩⟨𝐱𝑖| , (5­9)

其中 𝜌± 分别表示标签为 ±1的数据样本在量子特征空间中的态表示，𝑚± 为对应
类别中的样本数量。在量子信息论中，上述分类目标等价于寻找一种量子特征映

射，使得 𝜌+与 𝜌−之间的迹距离 ‖𝜌+ − 𝜌−‖1/2尽可能大。
基于这一思想，我们提出一种经典–量子混合的神经量子嵌入方法。具体做法
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是利用经典神经网络来优化量子数据嵌入，其训练目标由如下损失函数给出：

𝐿NQE =∑𝑖,𝑗 [ 12𝑛Tr(𝑉(𝑔𝐱𝑖)𝑉†(𝑔𝐱𝑗)) − 1 + 𝑦𝑖𝑦𝑗2 ]2 . (5­10)

其中 𝑔𝐱𝑖 = 𝑔(𝐱𝑖, 𝐰)表示神经网络对输入数据 𝐱𝑖 的输出，𝐰为可训练参数集合；𝑉
为量子特征映射，其作用定义为 𝑉(𝑔𝐱) |𝜓⟩ = |𝐱⟩ ,
即将经典数据映射为量子态 |𝐱⟩。经由该量子嵌入后的量子态，可进一步作为输入
送入量子神经网络或量子核方法（quantum kernel method）中，从而构建量子分类

器。

损失函数式 (5­10) 中的第一项对应于两个 𝑛 比特幺正算符之间的 Hilbert–

Schmidt（HS）内积，用于刻画两个数据点在量子特征空间中的相似性。最小化

该损失函数等价于学习一组参数 𝐰，使得来自同一类别的数据点对应的 HS内积

尽可能大，而来自不同类别的数据点对应的 HS内积尽可能小。这一度量也可从几

何角度理解。记 Frobenius范数为 ‖𝐴‖𝐹 = √Tr(𝐴†𝐴)，则有‖𝑉(𝑔𝐱𝑖) − 𝑉(𝑔𝐱𝑗)‖2𝐹 = 2 {2𝑛 − Re [Tr (𝑉(𝑔𝐱𝑖)𝑉(𝑔𝐱𝑗)†)]} . (5­11)

因此，最小化式 (5­10)等价于在量子特征空间中拉大不同类别数据之间的距离，同

时压缩同类数据的分布。

因此，整个问题可归结为：如何高效地计算损失函数中所包含的 Hilbert–

Schmidt内积。如前所述，DQC1模型能够在多项式资源开销下高效估计该内积 [48]，

从而成为实现该优化目标的关键工具。同时，量子特征映射 𝑉 的参数由经典神经
网络进行训练，使得该方案天然构成一个经典–量子混合优化框架。这一方法还克

服了完全正且保迹映射（CPTP映射）在量子信息论中的固有限制：任意 CPTP映

射 Λ均满足 ‖Λ(𝜌+)−Λ(𝜌−)‖1 ≤ ‖𝜌+−𝜌−‖1,即无法增加量子态之间的迹距离 [219]。

通过在量子态制备之前引入可训练的幺正映射，我们的方案有效绕开了这一约束。

为更清晰地阐明这一限制的物理内涵及其在量子监督学习中的普适性，下面将从

量子二分类问题的一般理论框架出发，对经验风险的下界及其与量子态迹距离之

间的关系进行系统分析。

在量子监督学习中，学习任务的核心目标是构造一个预测函数 𝑓，使其在给定
损失函数 𝑙下的真实风险 𝑅(𝑓) = 𝔼[𝑙(𝑓(𝑋), 𝑌)]最小，其中随机变量 X,Y服从未知
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的数据分布。在实际情形中，仅能获得有限数量的训练样本 {(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)}𝑁𝑖=1，因此学
习算法通常通过最小化经验风险 𝑅𝑁(𝑓) = 1𝑁 ∑𝑁𝑖=1 𝑙(𝑓(𝑥𝑖), 𝑦𝑖)来近似求解最优预测
函数。为了在有限样本条件下获得良好的泛化性能，模型既需要具备足够的表达

能力以刻画数据结构，又需避免过拟合。

在量子监督学习框架中，预测函数通常由量子设备实现。以量子神经网络

（QNN）为例，经典数据 𝑥 首先通过量子嵌入线路 Φ 被编码为量子态 |𝑥⟩ =Φ(𝑥) |0⟩⊗𝑛，然后，应用参数化的酉算符 𝑈(𝜃) 来变换量子态，最后用可观测物
理量 𝑂 进行测量。测量结果即为预测函数 𝑓(𝑥; 𝜃) = ⟨𝑥| 𝑈†(𝜃)𝑂𝑈(𝜃) |𝑥⟩。利
用梯度下降或类似的优化方法，确定最优参数 𝜃∗ 以最小化经验风险。在输入𝑥 ∈ ℝ𝑚 且标签 𝑦 ∈ −1, 1 的二元分类任务中，新数据点 𝑥new 的标签通过决策
规则 𝑦new = sign[𝑓(𝑥new; 𝜃∗)]进行预测。
该过程也可视为量子态判别问题，其中定义了两个参数化的正算子值测度

(POVM) 𝐸±(𝜃) = (𝐼±𝑈†(𝜃)𝑂𝑈(𝜃))/2。对于给定的输入 𝑥，测量结果为±1的概率
计算为 𝑃(𝐸±(𝜃)|𝑥) = ⟨𝑥| 𝐸±(𝜃) |𝑥⟩。决策规则则变为 𝑦new = sign[𝑃(𝐸+(𝜃)|𝑥new) −𝑃(𝐸−(𝜃)|𝑥new)]。在这种情况下，误分类概率 𝑙(𝑓(𝑥; 𝜃), 𝑦) = 𝑃(𝐸¬𝑦(𝜃)|𝑥)自然而然
地成为一个合适的损失函数。给定一个数据集 𝑆，其中包含 𝑁−个标签为 −1的样
本和 𝑁+个标签为 1的样本，经验风险可表示为：

𝐿𝑠 = 1𝑁[ 𝑁−∑𝑖=1 𝑃(𝐸+(𝜃)|𝑥−𝑖 ) + 𝑁+∑𝑖=1 𝑃(𝐸−(𝜃)|𝑥+𝑖 )]≥ 12 − 𝐷tr(𝑝−𝜌−, 𝑝+𝜌+), (5­12)

其中 𝜌± = ∑ |𝑥±𝑖 ⟩ ⟨𝑥±𝑖 | /𝑁±，𝑝± = 𝑁±/𝑁，𝐷tr(⋅, ⋅)表示迹距离 [220]。对于任意正且

保迹（PTP）映射 Λ，迹距离满足压缩性质：𝐷tr(Λ(𝜌0), Λ(𝜌1)) ≤ 𝐷tr(𝜌0, 𝜌1), (5­13)

这一性质意味着，在量子嵌入完成之后，无论施加何种参数化幺正演化或测量结

构，只要整体过程属于 CPTP映射范畴，都无法进一步增大量子态之间的迹距离。

因此，经验风险的最小可能值仅由量子嵌入阶段所生成的量子态集合决定，而与

后续可训练量子线路的具体结构无关。经验风险达到理论最小值的情形，对应于

POVM {𝐸−(𝜃), 𝐸+(𝜃)}实现了区分两类量子态集合的最优 Helstrom测量。

上述分析揭示了一个根本性限制：在 NISQ条件下，若量子嵌入本身未能在量
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Figure 5­2 基于 DQC1的神经量子嵌入示意图，展示了用于分类任务中识别最优量子特征映射的
过程。具有不同标签的数据点分别用方形和三角形表示。（引自文献 [221]）

子特征空间中有效拉开不同类别数据对应量子态之间的迹距离，则单纯依赖后续

可训练的量子演化或测量结构，在原则上无法显著降低分类误差。尽管已有研究

尝试通过引入可训练量子嵌入来增强数据可分性，但此类方法通常需要更深的量

子线路，从而放大噪声影响，并可能遭遇 barren plateau等可扩展性问题；更重要

的是，由于整体演化仍受限于 CPTP映射的收缩性，其在提升量子态迹距离方面存

在不可突破的理论上界。

需要强调的是，我们提出的 NQE­DQC1方法并非试图在 CPTP映射框架内突

破迹距离的收缩性定理，而是通过在量子态制备之前引入由经典神经网络控制的

可训练幺正映射，从而绕开该定理的适用前提。借助DQC1模型对Hilbert–Schmidt

内积的高效估计能力，本方案得以在极低量子资源条件下，对量子特征映射进行

有效优化，从而提升量子特征空间中数据的可分性。

NQE­DQC1方案的整体示意如图 5­2所示。在后续内容中，我们将展示该方

案在NMR量子处理器上的原理性实验实现。尽管DQC1方案涉及受控­𝑉操作，但
这些操作可被高效分解为单比特旋转与两比特相互作用。NMR平台凭借其高精度

量子控制能力以及脉冲优化技术，能够稳定实现此类复杂门序列。此外，NMR量

子比特天然处于混态的物理特性，与 DQC1模型中 “单个纯态探测比特 +最大混
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态寄存器”的结构高度匹配，使其成为实现 NQE­DQC1方案的理想实验平台。

5.3 实验验证与分类结果

本节在 NMR平台上对 NQE­DQC1方案进行原理性实验验证，并系统评估其

在二分类任务中的性能表现。

5.3.1 实验平台与初始化

实验在室温条件下于 Bruker 300MHz 核磁谱仪上完成。实验样品为溶解于𝑑6­丙酮中的 13C标记反式巴豆酸，其中四个 13C核自旋构成一个四比特量子处理
器 [122;145­147]。样品的分子结构如图 5­3(a)所示，其中相关实验内容介绍见第二章。

该四自旋体系在旋转坐标系下由如下内部哈密顿量描述：ℋNMR = −∑𝑖 𝜔𝑖2 𝜎𝑖𝑧 +∑𝑖,𝑗 𝜋𝐽𝑖𝑗2 𝜎𝑖𝑧𝜎𝑗𝑧 , (5­14)

其中 𝜔𝑖/2𝜋为第 𝑖 个自旋的拉莫尔频率，𝐽𝑖𝑗 表示第 𝑖 与第 𝑗个自旋之间的标量耦
合强度。具体的谱学参数（化学位移与耦合常数）见图 3­13。

(i)初始化（Initialization）. 首先，利用空间平均（spatial averaging）方法将热

平衡态制备为赝纯态 |0000⟩ [110]。随后，对每个编码比特依次施加一个时长约 2ms

的 𝑅𝑦(𝜋/2)脉冲（绕 𝑦轴的 𝜋/2旋转）以及一个时长约 1ms的 𝑧向梯度场脉冲。
该操作的效果是将编码寄存器制备为最大混态，同时保持探测比特处于 |0⟩，从而
将系统初始化为 𝜌0 = |0⟩⟨0| ⊗ 𝐼2𝑛 , (5­15)

其中 𝐼为 8 × 8的单位矩阵，且此处编码比特数为 𝑛 = 3。
实验中使用的NQE­DQC1线路如图 5­3(a)所示，其中 C1作为探测（probe）比

特，其余三个自旋作为编码（encoding）比特。整体实验流程可分为三个阶段：初

始化、NQE训练以及测量与优化。

(ii) NQE训练（NQE training）. 本实验使用的数据来自 MNIST手写数字数

据集中的 “0”与 “1”两类图像 [222]，共选取 500张图像作为数据池。在每一次训练

迭代中，随机抽取十对图像构成训练批次；每一对图像可能来自同一类别，也可

能来自不同类别。随后，提取每张图像的灰度信息并进行主成分分析（PCA）预处

理。需要说明的是，PCA并非该方案的必要步骤：在原则上，NQE的训练过程本
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身即可吸收一定的 “降维”作用 [209]。但为了降低经典神经网络的训练参数量并提

高训练效率，我们在实现量子线路之前对图像先进行经典 PCA处理。

经 PCA后，每对图像被表示为两个 1 × 5的实向量（例如 𝐱1 与 𝐱2）。随后，
每个向量 𝐱通过非线性映射被编码到编码比特上，对应的量子态写为|𝐱⟩ = 𝑉(𝑔𝐱) |0⟩ , (5­16)

其中 𝑔𝐱 为经典神经网络对输入 𝐱的输出，𝑉 为量子特征映射。本实验中选用 𝑍𝑍
特征映射（𝑍𝑍­feature map） [199]，其形式为

𝑉(𝝓) = {exp [𝑖∑𝑘 𝝓𝑘𝑍𝑘 + 𝝓𝑛+𝑘𝑍𝑘𝑍𝑘+1]𝐻⊗𝑛}
𝑀 , (5­17)

其中 𝐻为 Hadamard门，𝑍𝑘 表示作用在第 𝑘个自旋上的 Pauli­𝑧算符，𝝓𝑘 为向量𝝓的第 𝑘个分量，𝑀为层数（本实验取𝑀 = 1）。尽管本实现采用 𝑍𝑍­feature map，
NQE框架本身与具体嵌入方式无关，原则上可与多种量子数据嵌入方案结合，例

如振幅编码、角度编码以及基于哈密顿量的嵌入方法等。

按照 DQC1模型的要求，上述特征映射的实现需要依赖探测比特 C1 的状态。
以 𝜌0为起点，实验中施加如下门序列（从右至左作用）：𝒰 = 𝐻1 𝒱†𝑐 (𝑔𝐱2) 𝒱𝑐(𝑔𝐱1)𝐻1, (5­18)

其中 𝐻1表示施加在 C1上的 Hadamard门，𝒱𝑐(𝑔𝐱) = |0⟩⟨0|⊗𝐼+ |1⟩⟨1|⊗𝑉(𝑔𝐱)为
由 C1控制的特征映射（controlled feature map）。对应的量子线路如图 5­3(a)所示。

(iii)测量与优化（Measurement and optimization）. 在该实验中，仅需沿探测

比特的 𝑧方向测量即可获得所需信息。具体地，探测比特的期望值满足⟨𝜎𝑧⟩ = ℜ{Tr [𝑉(𝑔𝐱1)𝑉†(𝑔𝐱2)]}2𝑛 , (5­19)

因此一次实验测量即可为损失函数中的 Hilbert–Schmidt内积项提供估计值。将实

验结果代入式 (5­10)可计算得到损失 𝐿NQE。随后，依据十对图像数据得到的平均
损失计算梯度 ∇𝐿NQE，并对神经网络 𝑔的参数进行更新以最小化损失。在下一次
迭代中，重新随机选取十对图像并重复上述流程，从而逐步优化神经网络并学习

到更适合分类任务的量子特征映射。
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5.3.2 NQE­DQC1训练过程与效果

在本实验中，我们基于 DQC1线路共执行了 15次 NQE训练迭代。随着迭代

次数的增加，训练损失函数 𝐿NQE 持续下降，其变化趋势如图 5­3(b)所示。其中，

三角形标记对应 NMR量子处理器给出的实验结果，实线为数值模拟结果。可以看

到，𝐿NQE在约第 10次迭代附近已收敛到接近零的水平。与此同时，实验曲线与模

拟曲线在整个训练过程中保持良好一致性，表明本实验具备较高的量子控制精度

与稳定性。
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Figure 5­3 （a）用于 NQE­DQC1训练的实验量子线路示意图。实验平台为由四个碳核自旋构成
的四比特 NMR量子处理器。红色虚线框内的操作用于将系统初始化为 |0⟩⟨0| ⊗ 𝐼/2𝑛（其中𝑛 = 3）。灰色条表示一个 1ms的 𝑧轴方向梯度脉冲，用于消除相干项。幺正算符 𝑉与 𝑉† 由神经
网络 𝑔的输出确定，其中 𝑥𝑖 作为图像数据输入，𝐰表示可训练参数。𝐻表示 Hadamard门，测量
仅施加在探测比特上。（b）给出了训练损失的演化曲线：实线与三角形分别表示在 10对图像数据
上训练损失的数值模拟均值与实验测量均值。（c）采用迹距离作为衡量不同类别图像可区分性的
指标。每次迭代后都分别从训练集与测试集中随机选取 20对图像样本。实心圆点表示迹距离的平
均值，误差棒表示标准差。（引自文献 [221]）

为进一步评估 NQE的嵌入效果，我们考察量子态迹距离（trace distance）在

训练迭代中的演化。具体而言，分别从训练集与测试集中随机抽取 20对图像样本，

每一对由两类数据（“0”与 “1”）各取一张组成。理想情况下，经过 NQE优化后，
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来自不同类别的两态应尽可能可区分，从而使每一对样本对应量子态之间的迹距

离趋近于 1。

我们在每一次迭代后随即选取了 20对样本计算迹距离，并统计其均值与标准

差。如图 5­3(c)所示，实心圆点表示 20对样本迹距离的平均值，误差棒表示标准

差。无论是在训练集还是测试集上，迹距离均随着迭代推进呈现逐步增大的趋势，

说明 NQE训练显著提升了嵌入数据在量子特征空间中的可分性。该结果从实验层

面验证了 NQE­DQC1在二分类任务中增强类别可区分性的有效性。

我们进一步探索了不同的线路结构选择对 NQE嵌入效果的影响。对于前面展

示的结果，我们使用的 𝑍𝑍特征映射灵感来源于哈密顿动力学。一般来说，该 ansatz

可以写成 𝑉(𝜙) = [exp (𝑖 ∑𝑘 𝜙𝑘𝑍𝑘 + 𝑖 ∑𝑘,𝑙 𝜙𝑘,𝑙𝑍𝑘𝑍𝑙)𝐻⊗𝑛]𝑀 ,利用恒等式 𝐻𝑍𝐻 = 𝑋，
可以看出上述线路等价于一个含有 𝑋与 𝑍项的有效哈密顿量在一阶 Trotter展开下

所生成的时间演化过程，即𝐻𝑋𝑍 =∑𝑘 𝛼𝑘(𝑋𝑘 + 𝑍𝑘) +∑𝑘,𝑙 𝛽𝑘,𝑙(𝑋𝑘𝑋𝑙 + 𝑍𝑘𝑍𝑙).
从这一哈密顿量视角出发，我们进一步考察了由不同泡利算符组合所构造的

多种替代性 ansatz，并系统分析其对NQE性能的影响。具体而言，除主文中采用的𝐻𝑋𝑍（即 𝑍𝑍特征映射）外，我们还测试了三种受不同相互作用形式启发的编码线
路，分别对应于 𝐻𝑋𝑌、𝐻𝑌𝑍 以及 𝐻𝑋𝑌𝑍 哈密顿量。上述编码线路在结构上均保持与
式 (5­17)一致，即由若干层单比特与两比特门构成，并具有相同的比特连通方式。

其显式形式分别为：

𝑉𝑋𝑌(𝝓) = {exp [𝑖∑𝑘 𝝓𝑘𝑌𝑘 + 𝝓𝑛+𝑘𝑌𝑘𝑌𝑘+1] exp [𝑖∑𝑘 𝝓𝑘𝑋𝑘 + 𝝓𝑛+𝑘𝑋𝑘𝑋𝑘+1]}
𝑀/2 ,
(5­20)

𝑉𝑌𝑍(𝝓) = {exp [𝑖∑𝑘 𝝓𝑘𝑍𝑘 + 𝝓𝑛+𝑘𝑍𝑘𝑍𝑘+1] exp [𝑖∑𝑘 𝝓𝑘𝑌𝑘 + 𝝓𝑛+𝑘𝑌𝑘𝑌𝑘+1]}
𝑀/2 ,
(5­21)
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𝑉𝑋𝑌𝑍(𝝓) = { exp[𝑖∑𝑘 𝝓𝑘𝑍𝑘 + 𝝓𝑛+𝑘𝑍𝑘𝑍𝑘+1] exp[𝑖∑𝑘 𝝓𝑘𝑌𝑘 + 𝝓𝑛+𝑘𝑌𝑘𝑌𝑘+1]× exp[𝑖∑𝑘 𝝓𝑘𝑋𝑘 + 𝝓𝑛+𝑘𝑋𝑘𝑋𝑘+1]
}𝑀/2.
(5­22)

为保证比较的一致性，所有 ansatz的线路深度均固定为𝑀 = 4。
随后，我们分别在MNIST与 Fashion­MNIST数据集上，使用上述不同 ansatz

对 NQE­DQC1方案进行了训练。对应的训练结果如图 5­4所示。可以看到，对于

不同的 ansatz–数据集组合，训练过程均表现出稳定的收敛行为：随着训练迭代次

数的增加，NQE损失函数持续下降，而不同类别数据在量子特征空间中的迹距离

则稳步增大。
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Figure 5­4 在MNIST与 Fashion­MNIST数据集上，采用三种不同量子特征映射（𝐻𝑋𝑌、𝐻𝑌𝑍 和𝐻𝑋𝑌𝑍）时的 NQE­DQC1训练结果。结果表明，在不同线路结构（ansatz）选择下，训练过程均表
现出一致且稳定的收敛行为。

上述结果表明，尽管具体的 ansatz选择会对嵌入效果产生一定影响，但 NQE­

DQC1框架在不同基于哈密顿动力学构造的量子特征映射下均保持良好的稳定性

与有效性。这不仅验证了所提出方法对 ansatz选择的鲁棒性，也进一步说明 NQE

作为一种通用量子数据嵌入策略，具有较强的灵活性与可推广性。
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5.3.3 参数化量子线路的训练与优化

为进一步验证 NQE在量子机器学习任务中的有效性，我们训练了一个参数化

量子线路（parameterized quantum circuit，PQC），并将其应用于具体的分类任务中。

PQC的线路结构如图 5­5(a)所示，整体可分为两个部分：第一部分用于将经典数

据嵌入到量子态中，第二部分则通过训练参数化量子线路，实现对数据的高效分

类。针对手写数字 “0”与 “1”的二分类任务，我们采用了一个双层 PQC结构，其中

包含四个可调参数 𝜃以及两个 CNOT门，并在第三个量子比特上测量 ⟨𝜎𝑧⟩作为分
类输出。PQC的训练过程基于标准的参数位移规则（parameter­shift rule）[223­226]，

以实现对线路参数的梯度估计。
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... ...
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(b)
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Itera�on
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0.3
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0.5
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exp (NMR)
exp (IBM)

With NQE

PQC

Figure 5­5 (a)用于分类任务的量子线路。经典图像首先通过 NQE编码为量子态，随后输入至
PQC分类器进行处理。该 PQC由两层结构组成，包含四个可调参数 𝜃以及两个 CNOT门，并在
第三个自旋上测量 ⟨𝜎𝑧⟩作为分类输出。(b) PQC的优化结果。图中展示了 PQC的优化过程，其中
虚线、圆点和星号分别对应于数值模拟、NMR实验以及 IBM平台实验中得到的损失函数 𝐿PQC。
红色与蓝色曲线分别表示采用传统 𝑍𝑍特征嵌入（未引入 NQE）和引入 NQE编码情况下的结
果。（引自文献 [221]）

我们将传统的 𝑍𝑍特征映射嵌入方案（未引入 NQE）[199] 与本文提出的 NQE­

DQC1方案在分类性能上的表现进行了对比。具体而言，通过在每一次训练迭代中
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计算 PQC的损失函数 𝐿PQC = 1𝑚∑𝑖 12(1 − 𝑓𝑖 × 𝑦𝑖), (5­23)

来评估分类性能。其中，𝑓𝑖表示实验中在第三个量子比特上测得的 ⟨𝜎𝑧⟩值，𝑦𝑖为对
应图像的类别标签（数字 “0”对应 𝑦 = −1，数字 “1”对应 𝑦 = +1）。在每一次迭代
中，我们随机选取𝑚 = 10张图像构成一个训练批次，并据此计算损失函数 𝐿PQC。
实验结果如图 5­5(b)所示。其中，蓝色与红色曲线分别表示在引入 NQE和未

引入 NQE的情况下，数值模拟得到的损失函数演化；实心圆点则对应于 NMR实

验平台上获得的实验结果。可以清楚地看到，在引入 NQE的情形下，𝐿PQC随着训
练迭代显著下降，表明分类性能得到了有效提升。相比之下，采用传统 𝑍𝑍特征映
射、未引入 NQE的 PQC训练过程仅表现出极为有限的性能改进。这一对比结果

直观地突显了 NQE方案在提升量子分类任务性能方面的有效性。此外，我们还探

究了在 PQC训练过程中同步优化嵌入网络 𝑉(𝑔𝐱)的情形。
为此，我们开展了额外的实验，在其中同时对嵌入网络 𝑉 = 𝑔(𝐱,𝐰)与参数化

量子线路（PQC）进行训练。与标准的端到端训练方式（即从训练初始阶段起同时

联合优化嵌入网络与 PQC参数）不同，我们采用了一种分阶段的训练策略：首先

对嵌入网络 𝑉进行预训练，直至其收敛；随后，在 PQC训练阶段重新引入 𝑉，并
将其作为可训练模块参与优化。该渐进式训练方式有助于提升训练过程的稳定性，

并进一步改善最终性能。

在本工作的主要实验实现中，嵌入网络仅在训练数据集上进行预训练，并在后

续 PQC训练过程中保持固定不变。这种模块化的训练策略使得量子嵌入可以在一

个物理平台（例如 NMR系统）上完成训练，并随后迁移至另一种量子处理器（例

如超导量子芯片）上使用，从而赋予该方案良好的跨平台灵活性。

在扩展配置中，我们允许嵌入网络与 PQC参数在训练过程中同步更新。具体

而言，在每一次训练迭代中，嵌入网络的输出首先用于将输入数据编码为量子态，

随后通过 PQC进行测量，测得的损失函数值作为代价函数，反向更新 PQC参数以

及嵌入网络的参数。这种经典– 量子混合的反馈回路使得量子嵌入能够在训练过

程中动态地适应 PQC的演化，从而提升整体表达能力。

该联合训练方案的实验结果如图 5­6所示。其中，灰色虚线表示联合优化条件

下的数值模拟结果，灰色圆点对应于在 NMR平台上获得的实验结果。与嵌入网络

保持固定的情形（蓝色曲线与圆点）相比，联合训练的嵌入网络能够获得更低的
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PQC损失值，表明该策略在提升模型表达能力和分类性能方面具有明显优势。
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Figure 5­6 PQC的优化结果。图中展示了参数化量子线路（PQC）的优化过程，其中虚线、圆点
和星号分别对应于数值模拟结果、NMR实验结果以及 IBM超导量子处理器上的实验结果，纵轴
为损失函数 𝐿PQC。红色与蓝色分别表示采用传统 𝑍𝑍特征嵌入（不使用 NQE）以及引入 NQE编
码时得到的结果。灰色虚线与灰色圆点对应于在 PQC训练过程中对嵌入网络与 PQC参数进行联
合优化时的结果。（引自文献 [221]）

在完成 NMR平台上的 PQC优化过程之后，我们进一步探索了在完成 NQE训

练后，将后续量子机器学习任务迁移至其他物理平台执行的可能性。具体而言，我

们利用 NQE训练阶段得到的神经网络模型，将其直接迁移并应用于其他量子处理

器上的分类任务，从而验证 NQE­DQC1方案在实际应用层面的可扩展性。DQC1

模型本身是为系综量子系统量身设计的，使得 NMR 等平台天然适合其实现。然

而，一旦神经网络完成训练，后续的分类任务并不局限于系综平台，也可以在其他

类型的量子处理器上执行。作为对比，我们在 IBM云端超导量子处理器上对 PQC

进行了训练，其对应结果同样展示在图 5­5(b)中。其中，红色与蓝色星形标记分别

表示在未引入和引入 NQE嵌入时 IBM实验平台上的结果。尽管其整体性能略低

于 NMR实验，但实验趋势与数值模拟结果保持一致，进一步验证了 NQE­DQC1

方案在不同物理平台上的可扩展性。

5.3.4 分类性能评估

在完成 PQC训练后，我们进一步评估了其预测准确率。具体而言，从训练集

与测试集中各随机选取 8张图像，并在通过 NQE编码后输入至训练完成的 PQC

线路中。通过测量第三个量子比特的 ⟨𝜎𝑧⟩值来给出分类结果，其对应实验结果如
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图 5­7(a)所示。在理想情况下，⟨𝜎𝑧⟩为负值（对应红色柱或向下的 NMR谱峰）表

示数字 “0”，而 ⟨𝜎𝑧⟩为正值（对应绿色柱或向上的谱峰）表示数字 “1”。可以看到，

在训练集与测试集上，引入 NQE编码后，⟨𝜎𝑧⟩的数值更加集中且符号区分更加清
晰，从而显著提升了分类的可靠性。相较之下，在未引入 NQE的情况下，分类错

误较为明显，例如训练集中第五张图像和测试集中第七张图像均出现了误判。
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Figure 5­7 经 PQC线路处理后的实验分类结果，对比了 𝑍𝑍特征嵌入与 NQE编码两种情形。(a)
上、下两个面板分别对应采用 𝑍𝑍特征嵌入和 NQE编码时的分类结果。图中给出了实验测得的⟨𝜎𝑧⟩数值，其对应的彩色柱状条高度用于直观展示（红色表示负值，绿色表示正值）。同时，NMR
谱峰作为辅助可视化指标：向下的谱峰对应数字 “0”，向上的谱峰对应数字 “1”。以红色边框标出
的手写图像表示被错误分类的样本。结果清楚地表明，引入 NQE编码后，分类准确率得到了显著
提升。(b)对全部 500张图像的分类结果统计，其中虚线表示分类判别边界。可以看到，分类准确
率从未使用 NQE时的 54.0%（与随机猜测相当）提升至使用 NQE编码后的 98.0%。（引自文
献 [221]）

为进一步系统性评估分类性能，我们统计了整个包含 500张图像的数据集上

的分类结果，如图 5­7(b)所示。在引入 NQE的情况下，分类准确率达到 98.0%，成

功识别了 500张图像中的 490张；而采用传统 𝑍𝑍特征映射的方案仅取得了 54.0%

的分类准确率，仅正确分类了 270张图像，其性能几乎等同于随机猜测。上述结果

充分表明，NQE­DQC1方案在量子分类任务中能够显著提升数据的可分性与分类

准确率。

我们还针对其他数据集的做了一些额外实验来验证 NQE方案的有效性。我们

选取了 Fashion­MNIST数据集 [227] 以及卫星图像数据集作为补充测试对象。首先，

在数值模拟中对 NQE训练过程进行实现，并在模拟中引入与 NMR实验相一致的

噪声条件，以优化神经网络参数𝐰。在完成嵌入网络的训练后，进一步开展参数化
量子线路（PQC）的训练。PQC的训练分别在一台 127比特的 IBM Eagle架构超
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Figure 5­8 Fashion­MNIST（左）与卫星图像数据集（右）上参数化量子线路（PQC）的优化结
果。图中展示了 PQC训练过程中损失函数 𝐿PQC 的变化情况，其中实线、圆点和虚线分别对应数
值模拟、包含 NMR噪声的数值实验以及 IBM实验平台上的结果。黄色与绿色曲线分别表示采用
传统 𝑍𝑍特征嵌入（未引入 NQE）和引入 NQE编码时的训练结果。

导量子处理器（ibm_yonsei）上以及包含 NMR噪声模型的数值模拟中进行。针对

每一种数据集，我们分别在引入 NQE嵌入和未引入 NQE的两种情况下，对 PQC

的训练过程及其在测试集上的分类性能进行了系统对比。相应的实验与模拟结果

如图 5­8所示。

接下来我们进一步考察了联合训练策略下的分类性能，即允许量子嵌入网络

与参数化量子线路（PQC）的参数在训练过程中同步更新。为验证该策略对数据可

分性的影响，我们在每一次训练迭代中计算了两类图像对应量子态之间的迹距离。

结果表明，随着训练的推进，迹距离始终稳定地趋近于 1，这清晰地表明不同类别
的数据在量子特征空间中的可区分性得到了显著增强（见图 5­9）。此外，基于最

终经联合训练得到的嵌入网络与 PQC，我们对整个包含 500张图像的数据集进行

了分类测试，最终获得了 98%的分类准确率。该结果与采用固定嵌入时的性能基

本相当，其提升幅度有限主要源于二分类任务本身的简单性，使得进一步性能提

升的空间较为有限。

尽管联合训练策略在性能上具有一定优势，但其同时引入了额外的实验与计

算开销。具体而言，可训练参数的数量显著增加，嵌入网络需要在训练过程中被

频繁更新；与此同时，该策略也削弱了方案的跨平台灵活性，即嵌入网络与 PQC

无法再分别部署于不同的量子硬件平台上独立执行。

总体而言，这一系列补充实验表明，对量子嵌入 𝑉与参数化量子线路（PQC）

进行同步优化在实验上是可行的，并且能够在一定程度上进一步提升分类性能；同

时，这些结果也清晰地揭示了性能提升与实验复杂度、系统灵活性之间所存在的
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Figure 5­9 (a)在嵌入网络与参数化量子线路（PQC）进行联合优化的过程中，采用迹距离作为衡
量两类图像可区分性的指标。从训练集与测试集中随机选取 20对图像样本，在每一次训练迭代
中，利用与 PQC同步更新的量子嵌入 𝑉计算对应量子态之间的迹距离。图中实心圆点表示 20对
样本迹距离的平均值，误差棒表示标准差。可以看出，在整个训练过程中，迹距离始终稳定地保

持在接近 1的水平，表明不同类别在量子特征空间中具有很强的可分性。(b)对包含全部 500张图
像的数据集进行的分类结果，其中虚线表示分类决策边界。在联合优化策略下，最终分类准确率

达到 98.0%。

现实权衡关系。

5.4 本章小结

本章围绕 DQC1模型所蕴含的非纠缠型非经典关联资源，提出并实验验证了

一种面向经典数据的神经量子嵌入方案（NQE­DQC1）。与前几章聚焦于时间维度

上的非经典关联不同，本章进一步展示了：即便在几乎不依赖多体纠缠、且初态资

源极度受限的计算模型中，仍可以通过适当的方案设计与训练策略，将 “非经典量

子关联”（如量子失谐所刻画的相关性）转化为可服务于量子信息处理任务的有效

资源。

在方法层面，我们提出的 NQE训练目标是增强不同类别数据在量子特征空间

中的可分性。具体而言，通过经典神经网络生成量子特征映射的参数，并以Hilbert–

Schmidt（HS）内积为核心量度构造损失函数，使得同类数据对应的量子表示趋于

相似、异类数据对应的量子表示趋于可区分，从而间接推动两类数据集合态 𝜌+与𝜌− 的迹距离增大。该策略的关键在于：DQC1能够在极低纯态资源条件下高效估

计归一化迹与 HS内积，从而为 NQE的迭代训练提供可扩展的实验实现路径；同

时，通过在量子态制备之前引入可训练的幺正映射，本方案在实践上有效绕开了

CPTP映射对迹距离的收缩性限制，使量子嵌入真正承担起 “拉开类别间距”的主
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要功能，从而降低后续分类器的训练难度。

在实验实现方面，我们在四比特 NMR量子处理器上完成了 NQE­DQC1的原

理性验证。针对MNIST手写数字 “0”/“1”的二分类任务，我们利用 DQC1线路对

嵌入网络进行迭代训练，实验结果表明训练损失在约第 10次迭代后收敛，并且迹

距离指标随训练显著提升，验证了 NQE对数据可分性的增强作用。进一步地，我

们在训练完成的嵌入基础上实现参数化量子线路（PQC）分类任务，实验显示：采

用 NQE编码后分类准确率达到 98.0%，显著优于传统 𝑍𝑍特征映射在相同实验设
置下仅约 54.0%的结果。该对比清晰表明，NQE在量子特征空间中对经典数据结

构的重塑能够有效提升下游量子分类性能。

此外，本章还从两个方向进一步讨论了方案的鲁棒性与可推广性。其一，我

们系统比较了多种受哈密顿量动力学启发的特征映射 ansatz（包括 𝐻𝑋𝑌、𝐻𝑌𝑍 与𝐻𝑋𝑌𝑍），结果显示NQE­DQC1在不同线路结构下均能稳定收敛，体现出对 ansatz选

择的鲁棒性与框架层面的通用性。其二，我们展示了 NQE的跨平台可迁移性：一

旦嵌入网络在系综平台（如NMR）上完成训练，后续QML任务可在其他物理系统

上执行；我们在 IBM云端超导处理器上实现了与数值模拟一致的分类趋势，验证

了NQE­DQC1在不同硬件平台上的可扩展性。进一步的补充实验（Fashion­MNIST

与卫星图像数据集）也从更广泛的数据分布层面支持了该结论。

综上所述，本章工作提出并验证了 NQE­DQC1这一 “经典–量子混合”的嵌入

优化框架：NQE负责提升经典数据在量子特征空间中的可分性，DQC1则为训练

过程提供了面向系综量子系统的高效实现手段。该结果不仅为亚通用量子计算模

型在量子机器学习中的应用提供了一个清晰范例，也进一步表明系综量子信息处

理平台能够成为面向经典数据的实用量子机器学习的重要工具与实验支撑。
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CONCLUSION

本论文以 “系综量子平台中的非传统量子资源探索与利用”为主线，试图回答

一个贯穿量子信息与量子基础的朴素问题：当我们把目光从空间的纠缠网络移向

时间的序贯统计，并进一步面对 “纠缠稀缺”甚至 “纠缠缺席”的现实实验条件时，

量子系统还留下些什么可被捕捉、可被认证、并最终可被任务化利用的非经典结

构？NMR所代表的系综量子平台，以其高精度的可控性与高信噪比的期望值读出，

为这一问题提供了独特的实验土壤：在这里，非经典性不必依赖单次测量的 “瞬时

快照”，而可以在大量重复实验的平均读出中，以统计结构的形式被稳健地显影。

围绕时间维度的量子关联，本文首先关注其最基本也最困难的一步——实验

表征。为在统一框架下刻画多时刻测量统计，我们引入 PDM作为工具，并提出基

于散射线路的粗粒化测量方案，在四比特 NMR量子处理器上实现了两时刻 PDM

的完整测量与重构。该方案通过引入辅助探针比特，将跨时间片的联合测量统计

转写为探针的可测期望值，从而在尽量不扰动系统动力学的前提下 “读取”时间关

联。实验结果与理论预言高度一致，使我们确信：散射线路不仅是概念上优雅的

构造，也是一条在系综平台上可操作、可复现、可扩展的实验路径。

然而，时间关联的丰富性与实验代价往往相伴而生。随着比特数与时间片数

增长，完整 PDM层析的资源开销迅速攀升，成为走向多体、多时刻研究的现实瓶

颈。为跨越这一障碍，本文进一步提出结合准概率分解与随机测量的高效探测方

案：无需完整重构 PDM，而是通过在单一时间片内 “虚拟制备”PDM并估计其二

阶矩 Tr(𝑅2)，实现对 PDM负性的间接评估。尤为关键的是，该方案仅需常数数量

的测量基，与 NMR等系综平均读出平台天然契合——在固定测量基下，指数数

量的投影统计可借助系综平均被高效并行获取。不同信道参数与态参数下的实验

结果表明，该方案能够可靠地区分经典与量子时间关联，在显著降低复杂度的同

时保持了良好的认证稳定性。

当时间关联得以被表征与认证之后，一个更具方向感的问题随之浮现：这些

跨时间的统计结构是否不仅 “可见”，而且 “可用”？本文将这一追问落在量子因果

推断上，基于 PDM负性与时间不对称性两类判据，在 NMR平台上系统检验了四

类因果结构：幺正信道下的因果结构、完全退相干信道下的因果结构、共同原因
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结构以及混合因果结构。实验表明，仅依赖粗粒化投影测量、无需侵入式干预，即

可判定实验数据与不同因果结构的相容性。尤其值得强调的是，即便在完全退相

干信道中量子相干性已被抹除，我们仍能正确识别因果方向——这提示我们，量

子因果推断的有效性并不必然以 “高相干演化”为前提；时间统计本身所承载的非

经典结构，能够在更一般的开放系统动力学中发挥作用，从而拓宽了相关方法的

适用边界。

除时间维度的量子关联外，本文亦将视角投向另一类常被忽视、却可能更贴

近当下硬件现实的资源：非纠缠型非经典关联。DQC1模型几乎不存在可用的多体

纠缠，却仍能在若干任务中展现量子优势。基于这一特性，我们提出 NQE­DQC1

方案：利用 DQC1对 Hilbert–Schmidt内积的高效估计能力，通过经典神经网络优

化量子特征映射，从而提升数据在量子特征空间中的可分性。在 NMR 平台针对

MNIST手写数字二分类任务的实验中，引入 NQE编码后分类准确率由传统 𝑍𝑍特
征映射的 54.0%提升至 98.0%，直观体现了量子嵌入质量的显著改善。进一步地，

我们在 IBM超导量子处理器上完成跨平台迁移实验，验证了在系综平台上训练得

到的嵌入可迁移至其他物理系统继续执行后续量子机器学习任务，为其面向更广

硬件生态的可用性提供了实验支撑。

回顾本论文的研究历程，从 PDM框架的建立与实验实现，到随机测量方案的

设计与资源瓶颈的突破，再到基于时序统计的因果结构推断，以及非纠缠型关联在

量子机器学习中的功能化利用，各部分工作虽对应不同物理问题与任务目标，却

共同指向同一核心观点：量子系统中除纠缠之外仍蕴含多样而可操作的非经典结

构；而系综量子平台凭借其可控性与可读出性，为这些 “非传统量子资源”的可实

验认证与可任务化利用提供了独特而现实的土壤。时间维度的量子关联不仅是量

子非经典性的另一种重要体现，也可能成为连接量子基础理论与信息处理应用的

一座桥梁；而非纠缠型关联则为在受限硬件条件下实现量子优势提供了值得持续

深挖的资源方向。

当然，本文工作仍存在进一步拓展的空间。在时序关联的高效探测方面，目

前随机测量方案主要依赖 PDM的二阶矩来评估负性；若能引入更高阶矩的估计，

将有望在多时间片、多体系统中提供更精细的非经典性刻画。在量子因果推断方

面，本文主要聚焦两节点因果方向判定，而现实中的因果网络往往包含更多节点

与更复杂拓扑；如何将基于 PDM的判据推广至多节点因果网络的辨识并在实验上
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验证，是一个兼具理论深度与应用意义的开放问题。在 NQE­DQC1方面，将二分

类推广至多分类场景并面向更复杂数据结构开展系统评估，有助于进一步检验方

案的通用性与可扩展性；同时，若能在离子阱、光量子等更多物理平台上开展跨平

台迁移与验证工作，将为其走向实际应用奠定更坚实的基础。

我们期待本文的探索能为量子时序关联的理论理解、实验方法与因果应用提

供参考，也希望在系综量子平台上沉淀的实验范式与技术经验，能够在未来更广

泛的量子信息处理研究中继续发挥作用。更重要的是，愿这些工作传递出一个克

制而坚定的信念：在纠缠之外、在空间之外、甚至在相干性被耗散的边界处，量子

系统仍保有值得被追问与利用的非经典结构——而对这些结构的辨认与转化，正

是通往更深理解与更实用技术的共同道路。
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A.1 初态非满秩情形下 𝑀 的提取方法
在第四章的因果推断框架中，当 PDM的初态 𝜌𝐴 = Tr𝐵 𝑅𝐴𝐵为满秩时，可通过

正文中给出的积分公式直接从 PDM中提取动力学信息。然而，当初态 𝜌𝐴 为非满
秩（rank­deficient）时，Jamiołkowski矩阵𝑀𝐴𝐵 不再唯一确定 [89;121]。为此，我们

提出一种基于半定规划（semidefinite programming, SDP）的算法，旨在从 PDM中

提取使对应 Choi矩阵𝑀𝑇𝐵𝐴𝐵 的负性最小的 Jamiołkowski矩阵𝑀𝐴𝐵。
具体而言，给定 PDM的闭合形式𝑅𝐴𝐵 = 12 (𝜌𝐴 ⊗ 𝕀𝐵)𝑀𝐴𝐵 + 12𝑀𝐴𝐵 (𝜌𝐴 ⊗ 𝕀𝐵) , (A­1)

我们构造如下半定规划问题：

minimize Tr𝑀𝑇𝐵−
subject to

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑀 = 𝑀†,𝑅 = (𝜌 ⊗ 𝕀)𝑀 +𝑀(𝜌⊗ 𝕀),𝑀𝑇𝐵 = 𝑀𝑇𝐵+ −𝑀𝑇𝐵− ,
Tr𝐵 𝑀 = 𝕀𝐵,𝑀𝑇𝐵+ ≥ 0, 𝑀𝑇𝐵− ≥ 0.

(A­2)

其中，𝑀𝑇𝐵+ 和 𝑀𝑇𝐵− 分别为 Choi矩阵 𝑀𝑇𝐵 的正部与负部分解。目标函数 Tr𝑀𝑇𝐵− 的
最小化确保所得 Choi矩阵的负性尽可能小，从而给出与实验数据最为相容的动力

学描述。

上述 SDP问题可在任何支持凸优化与偏转置运算的数值计算平台上求解。在

本工作中，我们使用Matlab环境，并借助 CVX工具包（用于凸优化）和 QETLAB

工具包（用于实现偏转置与偏迹等量子信息运算）来建立和求解该问题。

对应的Matlab函数 causalinfer实现如下：
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1 function N = causalinfer(R,d)

2 rho = kron(PartialTrace(R,2,[d,d]), eye(d));

3 cvx_begin sdp

4 variable Np(d*d,d*d) hermitian

5 variable Nn(d*d,d*d) hermitian

6 N = Np ­ Nn;

7 Nptp = PartialTranspose(Np,1,[d,d]);

8 Nntp = PartialTranspose(Nn,1,[d,d]);

9 minimize( trace(Nntp) )

10 0.5*(rho*N + N*rho) == R;

11 PartialTrace(N,2,[d,d]) == eye(d);

12 Nptp >= 0;

13 Nntp >= 0;

14 cvx_end

15 N = N + zeros(d*d);

16 end

Listing A­1 初态非满秩情形下从 PDM提取 Jamiołkowski矩阵的 SDP求解代码

其中，输入参数𝑅为实验重构得到的 PDM，𝑑为单个子系统的维度。调用causal­

infer(R,d)即可获得 SDP的最优解及对应的 Jamiołkowski矩阵𝑀。
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